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최고차항의 계수가 인 삼차함수 가 모든 정수 에 대하여

  ≤

  
≤  

를 만족시킬 때,  ′의 값을 구하시오.

[답] 31



이건 첫 번째 레슨 : 부등식 풀기

문제에 부등식이 주어졌고, 중앙에는 에 관한 식이, 양 끝은 우리가 알고 있는 친숙한 다
항함수가 자리 잡고 있습니다. 이럴 때는 우선 양 끝의 두 함수가 서로 만나는 지점(교점)이 
있는지 확인해보는 것이 좋습니다.
     

이므로    또는   가 나옵니다.

문제에서 주어진 식   ≤
  

≤   에   ,   를 대입해 봅시

다.

(ⅰ)     대입

  ≤

  
≤ 이므로     입니다.

(ⅱ)     대입

  ≤

  
≤ 이므로     입니다.

문제의 조건에서 삼차함수 의 최고차항의 계수가 이라고 했으므로
      

로 놓고 위에서 구한 두 식을 연립하면 다음과 같은 결과를 얻습니다.

    


   

이를 미분하면
 ′    
이므로 
 ′  ×  × 

 



이건 두 번째 레슨 : 함숫값의 차를 적분으로 바라보기

문제에서 최종적으로 구하라고 한 것은 의 값이 아닌  ′의 값입니다. 
그렇다면 주어진 부등식 중앙에 있는 에 관한 식을  ′에 관한 식으로 한 번 바꾸어 
생각해볼 수 있습니다.

  를  ′에 관한 식으로 바꾸기 위해선 정적분이 필요합니다.

즉, 미적분학의 기본 정리에 의해    


  

 ′로 표현할 수 있습니다.

이를 시각적으로 파악하기 위해 그래프를 그려 관찰해봅시다.

가 최고차항의 계수가 인 삼차함수이므로,  ′는 최고차항의 계수가 인 아래로 볼
록한 이차함수입니다.

이차함수 성질에 의해 적분 구간의 길이가 인 


  

 ′의 넓이는 중앙값에서의 함숫값

을 이용해 다음과 같이 깔끔하게 나타낼 수 있습니다.




  

 ′  ′  
이를 통해 주어진 부등식을 다시 써보면

  ≤  ′   ≤  
으로 도함수에 관한 식으로 새롭게 변형됩니다.

이 부등식은 모든 정수 에 대하여 성립해야 합니다.
풀이 1번의 레슨에서 얻은 힌트를 활용하면

  일 때 (양 끝 값이  이므로)
 ′     ⇒  ′  

  일 때 (양 끝 값이  이므로)
 ′     ⇒  ′   
 ′는 최고차항의 계수가 인 이차함수이므로,  ′    로 둘 수 있습니다.
 ′  이므로 상수항   입니다.



 ′       이므로   입니다.

 ′  ×  ×   


