
출제의도

본문항은구간별로정의된로그함수의그래프와직선 𝑦 = 𝑥의교점구조를종합적으로분석하는능력을평가합니다. 함수가 𝑥 = 𝑎를중심
으로대칭적인구조를가지므로,좌우의교점조건이동일한방정식 4 log2 𝑡 − 𝑡 = 𝑏로통합된다는사실을발견하는것이풀이의출발점입니
다. 이를바탕으로네교점의 𝑥좌표를 𝑎 − 𝑞, 𝑎 − 𝑝, 𝑎 + 𝑝, 𝑎 + 𝑞의대칭쌍으로표현하고,두조건 𝑥2 = 𝑏와 𝑥4 − 𝑥1 = 2(𝑥3 − 𝑥2)를 𝑝, 𝑞, 𝑎, 𝑏
사이의관계식으로번역해야합니다. 특히 𝑝와 𝑞가같은방정식의두해라는사실을활용해야모든미지수가결정되므로,교점의순서를정
확히대응시키고주어진조건을빠짐없이사용하는전략적판단이필요합니다.

문항
두실수 𝑎, 𝑏에대하여실수전체의집합에서정의된함수 𝑓 (𝑥)를

𝑓 (𝑥) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑎 − 4 log2(𝑎 − 𝑥) + 𝑏 (𝑥 < 𝑎)
𝑎 + 𝑏 (𝑥 = 𝑎)
𝑎 + 4 log2(𝑥 − 𝑎) − 𝑏 (𝑥 > 𝑎)

라하자. 함수 𝑦 = 𝑓 (𝑥)의그래프와직선 𝑦 = 𝑥가서로다른네점에서만나고,그네점의 𝑥좌표를작은수부터크기순으로 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4라
할때,

𝑥2 = 𝑏, 𝑥4 − 𝑥1 = 2(𝑥3 − 𝑥2)

이다. 𝑎2 + 𝑏2의값을구하시오. [4점]

답: 80

해설
1. 좌우교점조건의접힘

𝑥 < 𝑎에서
𝑥 = 𝑎 − 𝑡 (𝑡 > 0)

라두면
𝑎 − 𝑡 = 𝑎 − 4 log2 𝑡 + 𝑏

이므로
4 log2 𝑡 − 𝑡 = 𝑏

이다. 또 𝑥 > 𝑎에서
𝑥 = 𝑎 + 𝑡 (𝑡 > 0)

라두면
𝑎 + 𝑡 = 𝑎 + 4 log2 𝑡 − 𝑏

이므로역시
4 log2 𝑡 − 𝑡 = 𝑏

이다. 따라서 𝑥 = 𝑎를중심으로좌우두교점조건이같은방정식으로접힌다.

2. 네교점의반사쌍구조
함수 𝑦 = 𝑓 (𝑥)의그래프와직선 𝑦 = 𝑥가서로다른네점에서만나므로,방정식

4 log2 𝑡 − 𝑡 = 𝑏

는서로다른두양수해를갖는다. 두해를 𝑝 < 𝑞라하자. 그러면네교점의 𝑥좌표는작은것부터

𝑎 − 𝑞, 𝑎 − 𝑝, 𝑎 + 𝑝, 𝑎 + 𝑞

이다. 즉
𝑥1 = 𝑎 − 𝑞, 𝑥2 = 𝑎 − 𝑝, 𝑥3 = 𝑎 + 𝑝, 𝑥4 = 𝑎 + 𝑞

이다. 곡선 𝑦 = 4 log2 𝑡 − 𝑡와직선 𝑦 = 𝑏의교점구조는아래그림과같다.
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3. 두조건의번역
조건 𝑥2 = 𝑏

𝑥2 = 𝑎 − 𝑝이므로
𝑎 − 𝑝 = 𝑏

이다.

조건 𝑥4 − 𝑥1 = 2(𝑥3 − 𝑥2)
반사쌍표현을대입하면

(𝑎 + 𝑞) − (𝑎 − 𝑞) = 2 {(𝑎 + 𝑝) − (𝑎 − 𝑝)}

이므로 2𝑞 = 4𝑝이다.

∴ 𝑞 = 2𝑝, 𝑎 − 𝑝 = 𝑏

4. 𝑝, 𝑞, 𝑎, 𝑏의결정
한편 𝑝, 𝑞는같은방정식 4 log2 𝑡 − 𝑡 = 𝑏의두해이므로

4 log2 𝑝 − 𝑝 = 4 log2 𝑞 − 𝑞

이다. 여기에 𝑞 = 2𝑝를대입하면
4 log2 𝑝 − 𝑝 = 4 log2(2𝑝) − 2𝑝

이고, log2(2𝑝) = 1 + log2 𝑝이므로
4 log2 𝑝 − 𝑝 = 4 + 4 log2 𝑝 − 2𝑝

이다. 양변을정리하면 𝑝 = 4이고,따라서 𝑞 = 2𝑝 = 8이다.

∴ 𝑝 = 4, 𝑞 = 8

또 𝑝 = 4가방정식 4 log2 𝑡 − 𝑡 = 𝑏의해이므로
𝑏 = 4 log2 4 − 4 = 8 − 4 = 4

이고, 𝑎 − 𝑝 = 𝑏에서 𝑎 − 4 = 4,즉 𝑎 = 8이다.

∴ 𝑎 = 8, 𝑏 = 4

5. 답계산과검산
따라서구하는값은

𝑎2 + 𝑏2 = 82 + 42 = 64 + 16 = 80

이다.
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실제로 𝑎 = 8, 𝑏 = 4일때

𝑓 (𝑥) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

12 − 4 log2(8 − 𝑥) (𝑥 < 8)
12 (𝑥 = 8)
4 + 4 log2(𝑥 − 8) (𝑥 > 8)

이고,직접대입하면

𝑓 (0) = 12 − 4 log2 8 = 12 − 12 = 0, 𝑓 (4) = 12 − 4 log2 4 = 12 − 8 = 4,
𝑓 (12) = 4 + 4 log2 4 = 4 + 8 = 12, 𝑓 (16) = 4 + 4 log2 8 = 4 + 12 = 16

이므로네교점의 𝑥좌표는 0, 4, 12, 16이다. 이때

𝑥2 = 4 = 𝑏, 𝑥4 − 𝑥1 = 16 − 0 = 16 = 2(12 − 4) = 2(𝑥3 − 𝑥2)

이므로주어진두조건이모두성립한다. 또한방정식 4 log2 𝑡 − 𝑡 = 4는 𝑡 = 4, 8을해로가지며,로그함수그래프와직선의교점구조상추
가양수해가생기지않으므로교점은정확히네개이다.
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