
출제의도

본문항은두확률변수의결합확률분포와조건부확률에대한구조적이해를평가합니다. 조건 (가)의대칭성과대각선이동불변성으로부
터 25개의확률값이두값의차 |𝑖 − 𝑗|만으로결정됨을파악하고,조건 (나)와 (다)를수열 𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢4 사이의관계식으로번역할수있는
지를묻고있습니다. 이때 |𝑋 − 𝑌| = 𝑟인칸의개수를정확히세어조건부확률의분자와분모를관리해야하며,특히발문이 𝑋 ≠ 𝑌라는조건
아래의조건부확률임에유의해야합니다. 형식적으로얻어지는두후보가운데확률의비음성조건을만족하는값은하나뿐이므로,답은유
일하게결정됩니다.

문항
30. 두확률변수 𝑋, 𝑌는각각 0, 1, 2, 3, 4의값을갖는다. 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 4에대하여

𝑝𝑖𝑗 = P(𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗)

라하자. 𝑋, 𝑌가다음조건을만족시킨다.

(가) 𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑗𝑖 (0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 4)이고, 𝑝𝑖+1, 𝑗+1 = 𝑝𝑖𝑗 (0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 3)이다.

(나) 𝑌 = 0일때, 𝑟 = 1, 2, 3, 4에대하여 𝑋 = 𝑟일조건부확률은 𝑋 = 𝑟 − 1일조건부확률과 𝑋 = 5 − 𝑟일조건부확률의산술평균에대
해항상같은비율을가진다. 이네비율은모두정의된다.

(다) 𝑋 + 𝑌가짝수일때, 𝑋 = 𝑌일조건부확률과 |𝑋 − 𝑌| = 2일조건부확률의비는 5 ∶ 1이다.

𝑋 ≠ 𝑌일때, |𝑋 − 𝑌| = 4일확률은 𝑞
𝑝이다. 𝑝 + 𝑞의값을구하시오. (단, 𝑝와 𝑞는서로소인자연수이다.) [4점]

답: 47

해설
1. 조건 (가)의해석—결합확률표의압축
조건 (가)에의해결합확률표는두값의차의절댓값에의해서만결정된다.

𝑢𝑟 = 𝑝𝑟0 (𝑟 = 0, 1, 2, 3, 4)

라두면
𝑝𝑖𝑗 = 𝑢|𝑖−𝑗|

이다.

따라서 |𝑋 − 𝑌| = 𝑟인결과쌍의개수는각각
5, 8, 6, 4, 2

이다. 그러므로

P(|𝑋 − 𝑌| = 0) = 5𝑢0,
P(|𝑋 − 𝑌| = 1) = 8𝑢1,
P(|𝑋 − 𝑌| = 2) = 6𝑢2,
P(|𝑋 − 𝑌| = 3) = 4𝑢3,
P(|𝑋 − 𝑌| = 4) = 2𝑢4.
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|𝑋 − 𝑌| = 4 : 2칸

|𝑋 − 𝑌| = 0 : 5칸

2. 조건 (나)의수식화—반사형관계
이제조건 (나)를수식화한다. 𝑌 = 0으로조건을걸면각조건부확률은모두같은양

P(𝑌 = 0) = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4

로나누어진다. 따라서조건 (나)는
𝑢𝑟

1
2 (𝑢𝑟−1 + 𝑢5−𝑟)

(𝑟 = 1, 2, 3, 4)

의네값이모두같다는뜻이다.

이공통비의절반을 𝑡라두면
𝑢𝑟 = 𝑡(𝑢𝑟−1 + 𝑢5−𝑟) (𝑟 = 1, 2, 3, 4)

이다. 즉,

𝑢1 = 𝑡(𝑢0 + 𝑢4),
𝑢2 = 𝑡(𝑢1 + 𝑢3),
𝑢3 = 2𝑡𝑢2,
𝑢4 = 𝑡(𝑢3 + 𝑢1).

두번째식과세번째식에서
𝑢2 = 𝑡(𝑢1 + 2𝑡𝑢2)

이므로
(1 − 2𝑡2)𝑢2 = 𝑡𝑢1.

또

𝑢4 = 𝑡(𝑢3 + 𝑢1)
= 𝑡(2𝑡𝑢2 + 𝑢1)
= 2𝑡2𝑢2 + 𝑡𝑢1.

따라서
𝑢4 = 2𝑡2𝑢2 + (1 − 2𝑡2)𝑢2 = 𝑢2.

이제
𝑢1 = 𝑡(𝑢0 + 𝑢2)

이고,
(1 − 2𝑡2)𝑢2 = 𝑡𝑢1

이므로
(1 − 2𝑡2)𝑢2 = 𝑡2(𝑢0 + 𝑢2).

따라서
(1 − 3𝑡2)𝑢2 = 𝑡2𝑢0,
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즉
𝑢2
𝑢0

= 𝑡2

1 − 3𝑡2 .

3. 조건 (다)의적용—𝑢2와 𝑢0의비
조건 (다)를사용한다. 𝑋 + 𝑌가짝수라는것은 |𝑋 − 𝑌|가짝수라는뜻이다.

조건 (다)에의해
P(𝑋 = 𝑌 ∣ 𝑋 + 𝑌가짝수) ∶ P(|𝑋 − 𝑌| = 2 ∣ 𝑋 + 𝑌가짝수) = 5 ∶ 1.

두조건부확률의분모는같으므로
P(𝑋 = 𝑌) ∶ P(|𝑋 − 𝑌| = 2) = 5 ∶ 1.

그런데

P(𝑋 = 𝑌) = 5𝑢0,
P(|𝑋 − 𝑌| = 2) = 6𝑢2.

따라서
5𝑢0 ∶ 6𝑢2 = 5 ∶ 1.

그러므로
5𝑢0 = 30𝑢2,

𝑢2 = 1
6 𝑢0.

4. 𝑡의확정과수열값계산
앞에서얻은식

𝑢2
𝑢0

= 𝑡2

1 − 3𝑡2

에대입하면
𝑡2

1 − 3𝑡2 = 1
6 .

따라서
6𝑡2 = 1 − 3𝑡2,

9𝑡2 = 1.

𝑡 = ± 1
3 .

그런데 𝑡는조건부확률의비의절반이므로
𝑡 ≥ 0.

따라서
𝑡 = 1

3 .

이제

𝑢2 = 𝑢4 = 1
6 𝑢0,

𝑢3 = 2𝑡𝑢2 = 2 ⋅ 1
3 ⋅ 1

6 𝑢0 = 1
9 𝑢0,

𝑢1 = 𝑡(𝑢0 + 𝑢2) = 1
3 (𝑢0 + 1

6 𝑢0) = 7
18 𝑢0.
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5. 발문의조건부확률계산
구하려는값은

P(|𝑋 − 𝑌| = 4 ∣ 𝑋 ≠ 𝑌) = 2𝑢4
8𝑢1 + 6𝑢2 + 4𝑢3 + 2𝑢4

.
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분자: 2𝑢4

𝑋 = 𝑌 : 조건에서제외

빗금친 𝑋 = 𝑌 부분을제외한나머지칸전체가분모이고,
짙게색칠된두칸이사건 |𝑋 − 𝑌| = 4이다.

분자는
2𝑢4 = 2 ⋅ 1

6 𝑢0 = 1
3 𝑢0.

분모는

8𝑢1 + 6𝑢2 + 4𝑢3 + 2𝑢4

= 8 ⋅ 7
18 𝑢0 + 6 ⋅ 1

6 𝑢0 + 4 ⋅ 1
9 𝑢0 + 2 ⋅ 1

6 𝑢0

= ( 28
9 + 1 + 4

9 + 1
3 ) 𝑢0

= 44
9 𝑢0.

따라서

P(|𝑋 − 𝑌| = 4 ∣ 𝑋 ≠ 𝑌) =
1
3 𝑢0

44
9 𝑢0

= 3
44 .

그러므로
𝑝 = 44, 𝑞 = 3,

𝑝 + 𝑞 = 47.

47
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