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[1] 함수 f (x)

문제 요약. F ′(x) = f(x)인 연속함수 F가 존재하고

f(x) =
(1− F (x) sin x)F (x)

x
, f

(π
2

)
=

1

2π
.

f(2026π)를 구하라.

풀이

식 f(x) =
(1− F sin x)F

x
에서

1

F
− xf

F 2
= sinx =⇒ d

dx

( x
F

)
= sinx.

적분하면
x

F
= − cos x+ C =⇒ F (x) =

x

C − cos x
.

따라서

f(x) =
C − cos x− x sin x

(C − cos x)2
.

조건 f
(
π
2

)
=

1

2π
대입:

C − π
2

C2
=

1

2π
=⇒ C2 − 2πC + π2 = 0 =⇒ C = π.

즉

f(x) =
π − cos x− x sin x

(π − cos x)2
.

이제 x = 2026π에서 cos(2026π) = 1, sin(2026π) = 0이므로

f(2026π) =
1

π − 1
.
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[2] 연속확률변수 X, Y

밀도 f(x) = −k lnx (0 < x ≤ 1), Y = ⟨nX⟩ (내림), an = E[Y ].

[2-1] 상수 k

정규화: ∫ 1

0

−k ln x dx = k · 1 = 1 ⇒ k = 1 .

[2-2] a2

구간 [0, 1/2)에서는 기여가 0, [1/2, 1]에서는 1이므로

a2 = 0×
∫ 1/2

0

(− lnx) dx+ 1×
∫ 1

1/2

(− lnx) dx =
1− ln 2

2
.

[2-3] lim
n→∞

an
n

구간 [k/n, (k + 1)/n)에서 값이 k이므로

an =
n−1∑
k=0

k

∫ (k+1)/n

k/n

(− lnx) dx =
n−1∑
k=0

k

(
1

n
− k + 1

n
ln

k + 1

n
+

k

n
ln

k

n

)

=
n−1∑
k=0

k

n

(
1 + ln

kk

(k + 1)k+1
+ lnn

)

=
n− 1

2
(1 + lnn) +

1

n
ln

(
00

10
· 1

1

21
· 2

2

32
· · · (n− 1)n−1

nn−1

)

=
n− 1

2
(1 + lnn) +

1

n
ln

{(
1

n

)(
2

n

)2

· · ·
(
n− 1

n

)n−1
}

=
n− 1

2
(1 + lnn) +

n−1∑
k=0

k

n
ln

k

n
− n− 1

2
lnn =

n− 1

2
+

n−1∑
k=0

k

n
ln

k

n
.

따라서

lim
n→∞

an
n

= lim
n→∞

n− 1

2n
+

1

n

n−1∑
k=0

k

n
ln

k

n
· 1
n
=

1

2
+

∫ 1

0

x lnx dx =
1

2
− 1

4
=

1

4
.
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[3] 구의 그림자 넓이 S(θ)

그림자 면적(또는 부채꼴/활 합) A(θ)로 두고 S(θ) =
A(θ)

sin θ
.

[3-1] 구간별 S(θ) 표현

(i) 0 ≤ θ ≤ π
4

A(θ) = 2×
[
1

2
· 12
(3
2
π − 2θ

)
+

1

2
· 12 sin

(π
2
+ 2θ

)]
=

3

2
π − 2θ + cos 2θ,

S(θ) =
1

sin θ

(3
2
π − 2θ + cos 2θ

)
.

(ii) π
4
≤ θ ≤ 3π

4

A(θ) = 2×
[
1

2

(
2θ +

π

2

)
+

1

2
· 12 sin

(3
2
π − 2θ

)]
= 2θ +

π

2
− cos 2θ,

S(θ) =
1

sin θ

(
2θ +

π

2
− cos 2θ

)
.

(iii) 3π
4

≤ θ ≤ π

A(θ) = 2×
[
1

2
· 12
(7
2
π − 2θ

)
+

1

2
· 12 sin

(
2θ − 3

2
π
)]

=
7

2
π − 2θ + cos 2θ,

S(θ) =
1

sin θ

(7
2
π − 2θ + cos 2θ

)
.

[3-2] S(θ)의 최소

각 구간에서 S(θ) =
N(θ)

sin θ
로 두면

S ′(θ) =
N ′(θ) sin θ −N(θ) cos θ

sin2 θ
.

(i)구간에서 N1(θ) =
3
2
π−2θ+cos 2θ, N ′

1(θ) = −2−2 sin 2θ < 0이고 sin θ > 0, N1(θ) > 0
이므로

S ′
1(θ) =

(−2− 2 sin 2θ) sin θ −N1(θ) cos θ

sin2 θ
< 0.

즉 S1은 (0, π
4
]에서 감소하여 θ = π

4
에서 최솟값을 갖는다.

(ii) 구간에서 N2(θ) = 2θ + π
2
− cos 2θ, N ′

2(θ) = 2 + 2 sin 2θ ≥ 0이고 계산하면

S ′
2(θ) =

(2 + 2 sin 2θ) sin θ −N2(θ) cos θ

sin2 θ
> 0

(
π
4
< θ < 3π

4

)
,
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따라서 S2는 증가한다.

(iii) 구간에서도 같은 방식으로 S ′
3(θ) > 0이 되어 증가한다. 결론적으로 전역 최소는 구간

경계 θ =
π

4
에서 발생하며

S
(π
4

)
=

π

sin(π/4)
=

π
√
2
2

=
√
2 π .

[4] 타원 x2 +
y2

k2
= 1과 외부점 P의 두 접선 끼인각 θ

점 P (X, Y )를지나기울기 m인직선 y = mx+c가접선이되려면,타원과의교점방정식의
판별식이 0이어야 한다. c = Y − mX를 대입하고 x에 관한 이차식의 판별식 ∆x = 0을
정리하면

(X2 − 1)m2 + 2XY m+ (Y 2 − k2) = 0 (⋆)

이 된다(이 식의 해 m1,m2는 P에서 그은 두 접선의 기울기).

또한

m1 +m2 = − 2XY

X2 − 1
, m1m2 =

Y 2 − k2

X2 − 1
.

[4-1] θ = π
2
일 때 P의 자취

두 접선이 서로 수직이면 m1m2 = −1이므로 (⋆)의 근곱을 이용해

Y 2 − k2

X2 − 1
= −1 =⇒ X2 + Y 2 = 1 + k2 .

[4-2] θ ̸= π
2
일 때 P의 자취가 원이 되도록 하는 k

두 직선의 끼인각 공식

tan θ =

∣∣∣∣ m1 −m2

1 +m1m2

∣∣∣∣ ⇒ tan2 θ (1 +m1m2)
2 = (m1 +m2)

2 − 4m1m2.

(⋆)의 근합/근곱을 대입하면

tan2 θ

(
Y 2 − k2 +X2 − 1

X2 − 1

)2

=

(
2XY

X2 − 1

)2

− 4 · Y
2 − k2

X2 − 1
. (⋄)

만약 P의 자취가 반지름 r인 원 X2 + Y 2 = r2라 하면 Y 2 = r2 − X2를 (⋄)에 대입하여
정리하면

tan2 θ =
4
(
k2X2 + r2X2 −X2 − k2

)
(r2 − 1− k2)2

.

θ가 일정하려면 우변이 X에 무관해야 하므로 X2의 계수가 0, 즉

k = 1 .
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