
[자작 문항에 대한 칼럼 – 합성함수의 극값]

 2025년 6월 15일에 오르비에 공유했던 공통 범위의 자작 문항에 대해서 “공통이 맞는가?”, 
“미적분 범위 아닌가?”라는 등의 의견이 달려 이번 칼럼을 작성하게 되었습니다. 문제에 대해 
제가 의도한 해설을 바탕으로 이야기해 보도록 하겠습니다. 문제는 그림과 같습니다.

우선, 문제의 발문을 읽어 보겠습니다. 삼차함수 와 이차함수 는 모두 최고차항의 
계수가 1이고, 두 함수 , 에 대해서   입니다. 함수 가   에서 
최솟값 을 가진다고 생각해 보면, 함수 는 모든 실수 에 대하여

     

을 만족시킴을 알 수 있습니다. 그리고 이는 함수 가 모든 실수 에 대하여

   

을 만족시킴을 의미합니다. 함수 의 함숫값은 양의 무한대에서 시작하여 점점 작아져 
에서 최솟값을 갖고 다시 양의 무한대로 갑니다. 따라서 함수 의 그래프는 의 값이 
양의 무한대일 때부터 의 값이 이 될 때까지의 함수 의 그래프를 직선   에 
대하여 대칭시킨 모습이라고 이해할 수 있습니다. 그럼, 이제 조건을 살펴보겠습니다.



[조건 (가)]
   이므로, 문제에서 말하는 방정식은   입니다. 양변에 가 
공통으로 있으니    ≥ 라고 치환하겠습니다. 이제 방정식은   가 됩니다. 
그럼, 함수   의 그래프와 직선   가 만나는 점의 개수를 고려해야 하는데, 방정식  
  을 만족시키는 서로 다른 모든 실수 에 대하여 방정식   의 서로 다른 실근의 
개수가 이니,  임을 알 수 있고, 가능한 경우의 수는 다음과 같습니다.

              1.   이고,     ,  ′  인 경우
              2.   이고,     ,  ′  인 경우

3.   이고,     ,     인 경우

그리고 방정식   의 서로 다른 세 실근이      이고 가 양수이니, 이차함수의 
대칭성에 의해   이고

            (1, 2, 3번 경우 모두 해당)

임을 알 수 있습니다. 이제 (나) 조건을 보겠습니다.

[조건 (나)]
 우선, 함수 가 극값을 갖지 않는다고 생각해 보겠습니다. 그렇다면 집합 는 공집합이 
됩니다. 하지만 함수 는 위에서 말했듯이 직선   에 대하여 대칭이므로 반드시 
극값을 갖게 되므로, 집합 는 공집합이 아닙니다. 즉, 함수 가 극값을 갖지 않는다면, 
(나) 조건에 모순이게 됩니다. 따라서 함수 는 극값을 갖습니다. 그럼, 이제 함수 의 
극댓값을  , 극솟값을 라고 하겠습니다. 위에서 말했듯이 함수 는   에서 
반드시 극값을 가지므로 의 값은 반드시   또는 가 되어야 합니다. 그럼, 방정식 
  의 서로 다른 두 실근을       , 방정식   의 서로 다른 두 
실근을       이라 하고 각 경우를 비교해 보겠습니다.

1.   이면 함수 가 함수 의 극댓값 을 극댓값으로, 함수 의 극솟값 
을 극솟값으로 가지고 이외의 극값을 갖지 않으므로 조건을 만족합니다.

2.   이면 함수 가 함수 의 극댓값 을 극솟값으로 갖긴 하지만, 함수 
의 극솟값 을 극값으로 갖지 않으므로 (나) 조건을 만족하지 않습니다.

3.   이면  ′   이어야 1의 경우와 마찬가지로 조건을 만족합니다.
( ′ ≠ 이면 (가) 조건을 만족하지 않습니다.)

4.   이면 함수 가 함수 의 극솟값 을 극솟값으로 갖긴 하지만, 함수 
의 극댓값 을 극값으로 갖지 않으므로 (나) 조건을 만족하지 않습니다.
 



[마지막 발문의 조건 -   ]
 위에서 말했듯이 함수 는 최솟값 을 가지므로   이고   입니다.

[정리]
 세 가지의 조건을 분석하면서, 총 2가지의 경우의 수를 가지고 있습니다. 먼저, (나)의 1번 
경우를 보겠습니다.  ′   이므로 함수   의 그래프와 직선   는 서로 다른 세 
점에서 만나고 그중 두 점의 좌표는 각각   입니다. 즉, 는

       (단,   )

이고,  ′  이므로   
 입니다. 따라서,

    
 ,   

입니다. (나)의 3번의 경우는  ′   이므로 함수   의 그래프와 직선   는 서로 
다른 두 점에서 만나고 그 점의 좌표는 각각   입니다. 즉, 는

     

입니다. 그리고 이 경우는 하나의 확인 작업을 거쳐야 합니다. 하나의 조건,    임을 
사용하지 않았기 때문입니다.      이므로 방정식   이 중근을 갖는지 
확인해 보면,

          

이므로 중근을 갖지 않습니다. 즉, (나) 조건을 만족하지 않습니다.

따라서,    입니다.


