
2023학년도 가톨릭대학교 의예과 논술 해설 
오르비 Pafnuty Chebyshev – 오타, 오류 지적 환영합니다!

1. 제시문 (ㄱ)~(ㄹ)을 읽고 논제에 답하시오. (160점)
   
   (ㄱ) 다음 조건을 만족하는 모든 실수 의 집합을 라 하자.

모든 실수 에 대하여 log          가 정의된다.

   (ㄴ) 제시문 (ㄱ)의 집합 에 대하여 집합 를 다음과 같이 정의한다.

     ∈    과 은 정수
   (ㄷ) 제시문 (ㄴ)의 집합 에 대하여 집합 를 다음과 같이 정의한다.

    ∈  이고,   을 만족하는 실수 가 존재한다.  
   
   (ㄹ) [의 제곱근] 이 2 이상의 정수일 때, 제곱하여 실수 가 되는 수, 즉   를
       만족시키는 수 를 의 제곱근이라고 한다.
  
   논제. (160점) 제시문 (ㄷ)의 집합 의 원소의 개수를 구하고 그 근거를 논술하시오.

  해설)  

  우선 제시문 (ㄱ)을 해석한다. 로그의 밑 조건에서     ,   ≠ 이므로

     , ≠  이고, 또 진수가 양수이어야 한다.
   i)     이면 진수가 2 이므로 가능.
   ii) ≠   이면 판별식               이다.
   이상에서      ≤  이다. 그리고 (ㄴ) 에서 구하는 집합은 

       ≤ 을 만족하는  의 순서쌍이다.   이므로 자명히 ≤  이고,

   따라서 구하는 순서쌍은  , ±  , ±  , ±  , ±  , ±   이다.
   이 중 (ㄷ)의 조건을 만족하는 것은  ,  , ±  ,  , ±  ,   으로
   답은 8개이다.



2. 제시문 (ㄱ)~(ㄹ)을 읽고 논제에 답하시오. (160점)

   (ㄱ) 좌표평면 위의 원 C , C는 다음과 같다.

                              C       
C         

       
   (ㄴ) 제시문 (ㄱ)의 원 C , C에 동시에 접하는 직선 중 기울기가 최대인 직선을 , 최소인
       직선을 이라 하자.

   (ㄷ) 제시문 (ㄱ)의 원 C , C와 제시문 (ㄴ)의 직선  에 대하여 정의역이 열린 구간
        인 함수 , 를 다음과 같이 정의한다.
  
       (가) 직선 이 원 C에 접하는 점을 A , 직선 이 원 C에 접하는 점을 A라 하자.
    
       (나) 직선 을 축의 방향으로 만큼 평행이동한 직선과 원 C의 두 교점을 P, Q
            이라 할 때,    sin∠PAQ  이다. (단,     )
    
       (다) 직선 을 축의 방향으로 만큼 평행이동한 직선과 원 C의 두 교점을 P , Q라
            할 때,   sin∠PAQ  이다. (단,     )

   (ㄹ) 제시문 (ㄷ)의 함수 와 에 대하여 실수 은 다음 조건을 만족시킨다.
    

정의역이 열린 구간  인 함수   는     에서 최댓값을 갖는다.

   논제. (170점) 제시문 (ㄹ)의 의 값을 구하고 그 근거를 논술하시오.

   해설)

   두 원은 외부에 있으므로 공통접선은 4개이다. 이 중 축에 평행한 것은 없으므로 접선의 

   방정식을     으로 놓으면 에서 점  까지의 거리는  , 점    
   까지의 거리는   이므로      ,        에서      ⋯ (1)

       이고 정리하면     또는     이다. 
   i)    인 경우

   (1)에 대입하면   또는    이다.



   ii)     인 경우

   (1)에 대입하면 ±  이다. 

   이때      이므로    ,      이다. 따라서      ,

           이고, , 을 축으로 만큼 평행이동한 직선은 각각     ,

         이다. 을 평행이동한 직선과 C의 중심과의 거리는    이므로, 

   PQ ⋅  이고, 사인법칙을 적용하면    × ×  
   이다. 마찬가지로    를 얻고, 

                 에서        가 최대일 때

   는 최대이다. ′      에서       이면 ′   ,

        이면 ′     이므로, 구하는 답은    이다.



3. 제시문 (ㄱ)~(ㄷ)을 읽고 논제에 답하시오. (180점)
   
   (ㄱ) 함수  를 다음과 같이 정의한다.

      
 




   (ㄴ) 제시문 (ㄱ)의 함수 에 대하여 수직선 위를 움직이는 점 P의 시각 에서의 속도
       는 다음과 같다.

    
  
   (ㄷ) 제시문 (ㄴ)의 점 P에 대하여 는   에서   까지 점 P가 움직인 거리이다.

   논제. (180점) 제시문 (ㄷ)의 에 대하여 의 값을 구하고 그 근거를 논술하시오.  

   해설)

    
  

  
    이므로  ≥  이면 ≥  이다. 따라서

             ⋅     

             
   에서 

          , 

            ⋅         
   이므로     ,   ⋅     이고      이다.
   

   별해)      에서   tan로 치환하면

           sincos   lim→ sincos   lim→ sin     


 이다.

         이는 이상적분(improper integral)으로, 교과과정 외이다.
   
   



4. 제시문 (ㄱ)~(ㄴ)을 읽고 논제에 답하시오. (190점)

   (ㄱ) 수열 은 다음 조건을 만족시킨다.
       
       (가)   
       (나) 모든 자연수 에 대하여     이다.

       (다) 실수 가   ≤   일 때, 집합  ln  ≤  ≤  는 자연수의 원소

           중 최댓값은  ln 이다.

  
  (ㄴ) 제시문 (ㄱ)의 수열 에 대하여 급수의 합 를 다음과 같이 정의한다.

    
∞ 


       
  논제. (190점) 제시문 (ㄴ)의 의 값을 구하고 그 근거를 논술하시오.

   해설)

   에 대한 함수    ln 를 생각하자. ′ 
 ln 에서, 는   에서 극대이고, 

    → 일 때  → ∞ ,  → ∞일 때  →   이다. 구간  이   를 포함하지 
   않는다면 에서 최대일 수 없으므로, ∈  이다. 1에서 까지의 자연수 중
   에서 최대이므로,     또는      이다. 이하,  ≥ 이다.

   i)     인 경우

   의 범위는  ≤   이다. 이때 자연수 집합에서 가능한 최댓값의 후보는

    ln  또는  ln  인데, 최댓값이  ln  이므로  ln ≥ ln
   이고 에 대해 정리하면  ≤    이다.

   ii)      인 경우 ( ≥ ) 

   의 범위는  ≤     이다. 마찬가지로  ln ≥ ln  이고 정리하면

    ≥    이다. 만약    이면 의 범위는      이다.



   여기서 위 조건을 정리하면 




  ≤   
 ≥    또는 




 ≤   
 ≥    인데, 

   각각의 대소를 정리해야 한다. 다음의 보조정리를 증명한다.
   
   lemma) 임의의 양의 실수 에 대하여, 다음이 성립한다.          
   pf) 양변의 로그를 취하면  ln      ln  와 동치이다.

      ln  ,    ln  라 하자. ′   ln   ,

   ′   ln    , ′′    , ′′       이고

   lim →∞ ′   lim →∞ ′     이므로 실수 전체에서 ′  , ′   이다. 

   이때 lim →∞   lim →∞    이므로, 실수 전체에서      이다.

   따라서 문제의 부등식이 성립한다. 

   

   위 부등식에서   을 대입하면            이고, 정리하면

         를 얻는다. 마찬가지로    를 대입하면

           를 얻고, 최종적으로 구하는 범위는     ≤ ≤  

   이고,      으로 놓으면 모든 자연수 에 대하여 조건을 만족한다. (  )

   마지막으로,     

       
∞         

∞      
∞   

      lim →∞   이다. 따라서 구하는 답은 1 이다.  

    



문항 강평

1. 기본적인 문제로 거의 대부분의 응시자가 정확히 풀었을 것입니다.

2. 소재 자체는 기본적인데 계산량이 많이 버거웠습니다. 계산 실수가 나기도 쉬웠습니다.
   
3. 대학수학을 어느 정도 접해본 경우는 쉽게 풀었을텐데, 저 포함 대부분이 삼각치환으로 
   풀었을 것 같습니다. 분모가 0이 되기 때문에 극한을 취하지 않은 경우는 아마 확실하게
   감점당했을 것이고, 이상적분으로 극한을 취한 경우에도 교과과정 외이기 때문에 점수가
   어떻게 부여되었을지 확실하지 않습니다. 수능만 충실히 한 학생이 현장에서 부분적분을
   떠올리기는 힘들지 않았나 생각이 듭니다. 

4. 이번 논술에서 가장 까다로운 문항으로 생각합니다. 공식 해설(선행학습영향평가)의 해설이
   가장 깔끔하지만, 현장에선 좀 발상을 떠올리기 힘들지 않았나 생각이 듭니다. 우선 를
   상수 취급하는 것부터 생소하고, 정수에 대해 방침을 세우는 것이 어렵습니다. 

총평: 1, 2, 3은 완벽히 풀고, 4에서 엉망진창으로라도 을 구했다면 합격권으로 생각합니다.
     1, 3을 최대한 빠르게, 15분 이내로 끊고, 35분 정도를 2번에, 나머지 시간을 전부 
     4번에 박는게 최선의 전략이 아니었나 싶습니다.
     


