
15. 모든 항이 자연수인 수열 이 모든 자연수 에 대하여

 










   이 홀수인 경우




   이 짝수인 경우

를 만족시킨다.   일 때,   가 되도록 하는 모든 의 값의 합은?

 이 홀수일 때 는 반드시 홀수이며 가 짝수일 때  은 반드시 짝수이다.

따라서   에서    이다.

우선 가 짝수인 경우 적당한 자연수 에 대하여   라 할 때 수열 은 아래와 같다.

      

      

이때   인 자연수 는 존재하지 않는다. 따라서 는 홀수이다.

이를 기반으로 ① 홀짝성을 토대로 순서대로 나열하기 풀이와 ② 홀짝성을 토대로 역으로 나열하기

풀이를 읽어보자. 

한편 수열의 합을 이용한 ③ 새로운 수열을 정의하기 풀이를 실어뒀으니 학습에 참고하자.



① 홀짝성을 토대로 순서대로 나열하기

적당한 자연수 에 대하여   이라 하면 수열 은 아래와 같다.

      

      

의 홀짝성에 따라 아래와 같이 경우를 나누자.

㉠ 가 홀수일 때

적당한 자연수 ′에 대하여   ′이라 하면   ′이므로 수열 은 아래와 같다.

      

  ′ ′ ′  

′이 짝수인 경우   ′이고   ′  에서 ′  인 자연수 ′는 존재하지 않는다.

따라서 ′은 홀수이며 ′  ′′이라 할 때 수열 은 아래와 같다.

      

  ′′ ′′ ′′ ′′ 

′′  에서 ′′  이고   ′′  이다.

㉡ 가 짝수일 때

적당한 자연수 ′에 대하여   ′이라 하면   ′이므로 수열 은 아래와 같다.

      

  ′ ′ ′ ′ 

  ′  에서 ′  이며 이때   ′  이다.

따라서 주어진 조건을 만족하는 모든 의 값의 합은   이다.



② 홀짝성을 토대로 역으로 나열하기

계산의 편의를 위해 주어진 조건을 에 대해 정리하였을 때 아래와 같이 나타낼 수 있다.

 










   이 홀수인 경우




   이 짝수인 경우

⇔  











   이 홀수인 경우

   이 짝수인 경우

이때    인 경우 ⋯ ㉠와    인 경우  ⋯ ㉡로 나누자.

㉠    인 경우 는 홀수이다.

즉    인 경우 는 짝수이다. 따라서    이므로 수열 은 아래와 같다.

      

        

이때      이고   에서     이다.

㉡    인 경우      일 때 는 짝수이다.

따라서    이므로 수열 은 아래와 같다.

      

        

이때      이고   에서     이다. 

따라서 주어진 조건을 만족하는 모든 의 값의 합은   이다.



③ 새로운 수열을 정의하기.

 과  의 홀짝성이 동일하므로 주어진 조건의 양변에 을 빼면 아래와 같다.

  










  이 홀수인 경우

 


   이 짝수인 경우

이때 수열 을    과 같이 정의할 때  
  



  이므로 주어진 문제는 아래와

같이 표현할 수 있다.

15*. 모든 항이 정수인 수열 에 대하여 
  



  이라 할 때 수열 은 아래와 같다.

 










 이 홀수인 경우

 


 이 짝수인 경우

,  










 이 홀수인 경우

 


 이 짝수인 경우

 ≥ 

  이 되도록 하는 모든 의 값의 합은?



이 홀수인 경우        에서 은 짝수이다.

다시 말해 이 홀수일 때 은 반드시 짝수이다. 즉   에서 는 짝수이다.

㉠ 이 홀수인 경우, 적당한 정수 에 대하여   이라 하자. 이때 수열 은 아래와 같다.

     

     

    에서 는 정수가 아니므로 주어진 조건을 만족하지 않는다.

따라서 은 짝수이므로 적당한 정수 에 대하여   이라 하자.

㉡ 가 홀수인 경우, 적당한 정수 에 대하여   이라 하자. 이때 수열 은 아래와 같다.

     

     

    에서   이다. 이때   이며   이다.

㉢ 가 짝수인 경우, 적당한 정수 에 대하여   이라 하자. 이때 수열 은 아래와 같다.

     

    

가 홀수라면   에서 가 짝수임을 만족하지 않는다. 따라서 는 짝수이다.

가 짝수임을 활용하기 위해 적당한 정수 에 대해   라 할 때 수열 은 아래와 같다.

     

     

    에서   이다. 이때     이다.

따라서   이 되도록 하는 모든 의 값의 합은   이다.



22. 최고차항의 계수가 인 사차함수 가 있다. 실수 에 대하여 함수 를  라

할 때, lim
→



의 값이 존재하는 서로 다른 실수 의 개수를 라 하자.

함수 는 다음 조건을 만족시킨다.

(가) lim
→

 

(나) 함수 는  과   에서만 불연속이다.

 이고  ′ 일 때, 의 값을 구하시오.

우선 함수 에 대해 조사해보자.

극한값 lim
→



이 존재하는 경우 lim

→



 lim

→



이다.

이때 lim
→



 lim
→
 


이며 lim

→



 lim
→



이므로

lim
→



 lim

→



이면 lim

→



 lim

→
 


이다.

≠인 모든 에서 함수 는 미분가능하므로 ≠일 때 극한값 lim
→



이

존재하는 경우 lim
→



 이다.

다시 말해 ≠일 때 극한값 lim
→



이 존재하는 경우  ′ 이다.

한편  인 인 모든 에서 함수 의 우미분계수와 좌미분계수의 절댓값은 동일하므로

극한값 lim
→



이 존재한다.



즉 lim
→



의 값이 존재하는 서로 다른 실수 의 해집합은

  이고  ′≠∪  ′ 와 같이 나타낼 수 있다.

한편 lim
→

 에서 가 보다 크면서 에 한없이 가까워질 때 lim
→



값이 존재하는 

서로 다른 실수 의 개수는 이다. 따라서 이를 만족하는 실수 의 개수를 찾기 위하여 사차함수 

의 극값의 개수에 따라 아래와 같이 경우를 나눌 수 있다.

일반적으로 사차함수의 그래프의 개형을 떠올려 보았을 때 사차함수의 극값의 개수는  또는 이다. 

① 사차함수 의 극값의 개수가 인 경우

곡선   와 직선   의 교점의 개수는 최대 이고 방정식  ′ 의 실근의 개수의 최댓값은

이다. 이때   이고  ′≠∪  ′ 의 원소의 개수의 최댓값은 이므로 

lim
→

 를 만족하지 않는다. 

② 사차함수 의 극값의 개수가  또는 인 경우

    이고  ′  ′  ′ 인 세 상수   에 대하여 함수 는 최고차항의 계수가

양수이므로 함수 는   에서 극댓값 를 가진다. 



 ≥ 인 경우  이고  ′≠∪ ′ 를 만족하는 실수 의 개수는 이다.  

한편 lim
→

의 값은 곡선   와 직선   와의 교점의 개수와 방정식  ′ 의 실근의 

개수의 합이므로 주어진 그래프   의 개형을 고려하였을 때 lim
→

 이다. 

즉 함수 는   에서 불연속이며 ⋯ ㉠ lim
→

 이고 함수 는   에서 연속이므로

 이다.

한편 함수 의 두 극솟값  이 서로 같지 않을 경우를 살피자.

≠인 경우   이거나  이다.

이때 두 그래프의 개형을 고려하였을 때 함수 는    의 좌우에서 

  이고  ′≠∪  ′ 를 만족하는 실수 의 개수가 다르므로

함수 는    에서 불연속이다. 

한편 ㉠에 따라 함수 가 불연속인 의 개수는 이므로 주어진 조건을 만족하지 않는다. 



따라서  이며 곡선   는   에 대하여 대칭이다. ⋯ ㉡

이때  ,  ′ 이고 ㉡에 따라 함수   와 같이 나타낼 수 

있다. 한편 그래프   를 축 방향으로 만큼 평행이동한 그래프는    이다.

한편 적당한 양의 상수 에 대하여   이다. 사차함수 그래프의 비율관계를

고려하였을 때 함수 는  ±


에서 극솟값 을 가진다. 즉  



이고   이다.

따라서     이고  이므로   임에 따라  이다. 

∴ ,    


