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∞


 

ln  
  



    을 얻을 수 있다.
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∂




cos

sin

 


∞




cos  sin 


   


∞




cos
 



∞




 sin 
  


 


  (∵  #, #)
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∞
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 의 미분방정식을 얻는다. 이를 풀기 위해 변수를 분리하고 양변을 적분

하면
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∞
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∞
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∞

 




∞
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,  에 대하여 파인만 적분 테크닉을 이용하면
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∞
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∞
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.

    다시 양변을 에 대하여 미분하면

     ′ ″  ′   ′


∞

∂

∂
 
cos
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∞

 
sin



     ″ 


∞

 
sin

   ,   ″   라는 미분방정식을 얻는다.

     의 이계도함수가  와 동일해야 하므로  는 지수함수 또는 삼각함수들의 합으
로 구성되어 있어야 하고, 상수  ,  ,  , 에 대하여
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 와     sin  cos 의 형태를 모두 시험해보면 

다음과 같은 해를 얻는다. (오일러공식   cos  sin를 적용하면 두 경우가 동일함
을 알 수 있다.)

    
  

   (≥ )

    이때  는 cos tan를 부터 
 까지 정적분한 값이므로 모든  ≥ 에 대하여 유

계(bounded)이고, 따라서   이다. 또한   을 대입하면    

 를 얻는다.
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tan  tan
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∂
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tan  tan
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∞
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∞
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∂
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∞
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∞
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ln
 








ln   
⋅   







ln   


      , ∴ 






ln
    ■

   tan,   sec, 



 

     


∞

   


 








tan






- 32 -

    







tan


 


  








cot


 








tan

tan
 ( ↦ 


 )

     






tan




tan

tan   

    ∴ 


∞

   


  


 ■

 sol 1)   


∞

  ln 


,   

 ∞

∞

    




       ,   

      
 ∞

∞

    


 

 ∞

∞

    

   
  

 ∞

∞

    




     






tan 

  ∞

∞

       

        ,    

      
∞

 ∞

     

 

   
 ∞

∞

    


  


 

 

            


 

 ,     

 

   

      , ∴     


∞

  ln 


  


 ■

    sol 2)  


∞

  ln 




    




  ln 


 



∞

  ln 




    




  ln 


 





  ln 


⋅ 

   ( ↦ 

 )



- 33 -

    




  ln 


 






  ln 




    




  ln 


⋅

  





  ln 




    
 ∞




 


   (  ln,   

 )

     






tan 

  ∞



 


 ■

  


∞

   ln   

 


    ln
 



∞

  ln

ln    ln
 (     ,    

   ln
)

    ln
 

∞








  ln

ln     ln  

   ln
 



∞

 ln

ln   ln  ln


    (  

 ,    



)

     ln
 



∞

 ln

ln    ln
 ln

 


∞


 




       ln
  tan   

∞
   ln



    ∴ 


∞

   ln   

 
 

ln


 ■

   tan,   sec

    





sin cos


  








tan

sec
  



∞



 



     


∞

   




   

 



- 34 -

     


∞


   


  



∞


   




     


∞





 


 

 



  



∞





 


 

 





       tan     
∞
   tan     

∞
    ■

 




cos  






 cos  






 cos

cos 

    






 


cos 


cos 








 


sin


sin









 


  ■

 






sincos 






sin sincos

    






sin cos 






sin cos 







sin 


sin











 


 ■

 






sinsec 







cos

sin cos
 







tan sec sin

     sec cos  







   ■

   tan,   sec

    





  


 






tan

sec
  






csc cot 



 


csc















   







    


 ■  (  tan 

 ,   tan 
 )

    tan,   sec



- 35 -

    
  

  


  


 





tansec

sec
 





csc   lncsc cot  


    



ln

       

  

 ln





 ■  (  

 ,   tan   )

 


tan  


cos


 



tan  

sec⋅
tan 




     






tan 

tan 
tan  




  ■

 sol 1) 






cos


 








sin

 cos
 







csc csc cot

     csc cot  




  lim
→

csc cot    ■

    sol 2) 






cos


 








cos




  








sec


 




tan

 









   ■

     ,   

    
ln   

ln   


 

ln  
 







ln
 








ln









   ■

 








sin


 









csc 








csc cot

csc csccot


      lncsc cot  
  ln  ■

 







cos


 







sec⋅
tan 


 









lntan

tan 




    



ln    


ln   ■



- 36 -

 
 




    

   
 

 








  

    ln  ln   



       ■

 





    

 
 





 
 

 







 


 
 

     


 


ln 


ln  


ln 









 


ln 


ln  


ln

  ■

 





     

     
 





  
     



    







 







    ln  lnln  ln   


     ln ln  ln
  ■

   
 ,    






    








 












 


  







 


  








 

  


     








  

   

 






 





 


 











 


 ■

    ,   

    





  
  

  




 


 
  

  




 



 

 

     






ln

 








  

 
 ■

    ,  



,   sin ,   cos , sin 





- 37 -

    










 








⋅  





   






cos

     






 cos    sincos  




  


  ■

   




,   


 

    


 










  











 







sin 











 


 ■

    ,  



,   sin,   cos

    






 






 ⋅  






 

     






sin cos⋅cos  








sin  








 cos

     






 


sin

















 ■

   tan,   sec

    


tan   


sin cos

sincos
 



tan    


tan

tansec
 



 







     






tan   







 

 


 ■

 






tan sec 






tantan sec

    






tansec 






tan sec 







tan 


tan











 


 ■



- 38 -

    ,  





    







 
 






  

  
⋅  





    







   









    

 
 ■

     ,   ,    ,  





    


ln




 








 






  


 




ln

  



      ln   ■

 





   

   
 





 
  

 




 


 




 

     


 


ln 


ln  


ln









 


ln 


ln  


ln  ■

  






cos 







cos











 








sin

     

    

















sin











 








cos









     

     



    


   

  

    ∴ 






cos      ■

 




 sin  






   cos  

     

 






 cos



- 39 -

    

  

 

   sin








 






 sin

    

  

 

    cos








 






 cos

    

   


 




 cos

    






 cos 

  

,  




 cos 

  

    ∴




 sin 

  

 






 cos  


    ■

 sol 1)   tan,   sec,  
  




    






tan  





 


 






  





 






  




 
   

 


    





  




 



 





  




 



 






 
 



  

 



 






 
 



  

 





    







tan 

  


ln

  









ln   ■

    sol 2)  






tan ,  






cot 

       






tancot   






sin

sin cos


     






sin cos
sin cos′

   sin  sin cos  







⋯ 



- 40 -

       






tancot   






sin

sin cos


     






sin cos  

sin cos′


      lnsin cossin cos     




      ln     ln   ⋯ 

    

  
 ∴ 







tan  






ln   ■

   tan,   sec,   

 ,   


,    ,   

     






tantan  







 
 



∞

   




    


∞

     


  



∞

 



  





 

    
 ∞

∞

 



  





        tan   ∞

∞
     

     
 ∞

∞


 


 

 ∞

∞


 




 


 

 ∞

∞



 

 


 




    
 ∞

∞


 


  (∵  Glasser’s Master Theorem)

     





tan 

  ∞

∞





      


 ∞

∞


   




 



∞


 




 


⋅







∞






 



 


 ( ↦ 

 )



- 41 -

    
 ∞

∞


  



 


 

 ∞

∞




 



 




    
 ∞

∞


  


 (∵  Glasser’s Master Theorem)

     





tan 

  ∞

∞





    ∴ 






tantan         





   ■

   


∞




ln
 



∞



ln
⋅

  




    




  

ln   





∞



  


∞




ln  

 

  


∞




ln  



    

 
    ,    


   을 얻는다. 한편

       


∞





 

 이므로

         

 ,  ∈ .

    ∴


∞




ln
    




 ■

   cot, sincot   sin 

 ,   tan, costan   cos 



    




costan sincot  




costan 

 

    







 

 






  






tan 

 


 



 ■



- 42 -

   tan,   sec,    ,   

  

 ,   

 

 

    






sec tan
sec

 







 


  






    

     


 


   


 







  


 


 ■

 제 1종 오일러 치환 :     ,  

  ,  
   



    





  


 



  


 

 
⋅   

 
⋅

   


     


  


  


 




tan 

 
  

 tan     


 ■

 제 2종 오일러 치환 :  ,  


  ,  
 



    







  




    







 

 
⋅   

  
⋅ 

    


    






  

 
 

 






  

 
 








ln  











      ln


 ■

 제 3종 오일러 치환 :    ,    

    ,    




    




   



 


 ∞

  

    


⋅

   
⋅  






- 43 -

      


 ∞

 
 

   


 ∞

  


 


 

 

      tan        
 ∞





 


tan 

 
  





 ∞

 


  ■

    ※   tan,   sec,   


 ∞

 


 


 



cos

     




 



 cos 







 


sin







 











tan 

  

 





 ∞

    ※※   tan,   sec,   


 ∞

 


 


 



cos

     




 



 cos  




 



 cos cos

     




 



 cos

cos   




 



 cos cos

     






 


sin


sin







 











tan 

 
  





 ∞

   cos ,    sin ,  

  ,   

  ,   




    







cos⋅cos  cos  cos

sin 


     









coscos  cos  cos

 cos sin
  









    

 


     




  

⋅        


⋅




    


  

  


  




  

 






- 44 -

    







sin 

   
  

 


sin     


 ■

 







tan

tan
 








tan

tan  
 








tan




     






tan   







cos  sin

cos
  







sec 






cos

 cos


      tan  













sec  

  



 tan  


lnsec  tan 













     





 


ln   ■

 
 ∞

∞


 



 
 ∞

∞



 
 






 

 ∞

∞


 


 (∵  Glasser’s Master Theorem)

     






tan 

  ∞

∞




 ■

 


∞

exp   


  


∞

exp



  

 


 



  


 

 ∞

∞

exp



  

 





    

 

 ∞

∞


  

 



 ■ (∵  Glasser’s Master Theorem)

 




  

 

 




  

     
 
















     


ln 


ln 












ln  ■

 
 ∞

∞

exp

     
 ∞

∞

exp

    




    
 ∞

∞

exp
    (∵  Glasser’s Master Theorem)



- 45 -

    
 ∞

∞

exp


  ( ↦  ,  ↦ )

    
 ∞

∞

exp ⋅  ( 

 ,    )

       ■

   tan,   sec

    






tan  


∞








,  


∞






  


sec

 임을 이용하자.

    sol 1)    ,   

    


∞






 
 ∞

∞



 

 
 ∞





  

 


∞


 

  



    한편 
  

 

, 
  

  

는 공비가 각각   ,    이고 초항이 각각 

   ,   인 등비급수의 합이므로 이를 역으로 전개할 수 있다.
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    이므로 (참고 : https://cdlbb.github.io/WandW/CMA07-3-FactorTheoremMN.html#7.4theexpansionofaclassoffunctionsinrationalfractions.)

      

 를 대입하고 
 를 곱하면




sec

   



  

∞

    
   

 
  

∞

  
   

    을 얻고 이는  의 전개식과 일치한다.

    ∴


∞






  


sec

  ■

    sol 2)    ,   

    


∞






  




∞



 

  


 


 

 

     


 

  
    


csc

   

sec

  ■

    ※ 베타함수   는 다음과 같이 정의되는 이변수 함수이다.

   


∞


 

 



    또한 이는 다음과 같이 감마함수의 비로 표현할 수 있다.

    


    감마함수  는 다음과 같이 정의되며, 이는 계승 함수()의 정의역을 실수부가 양수인 
복소수 전체로 확장(음의 정수는 제외)한 것이다. (번 문제의 번 솔루션은 이 감마함
수의 정의를 이용한 것으로, 자연수 에 대하여    이다.) 감마함수는 계승 
함수를 해석적으로 확장한 것이므로 팩토리얼의 성질이 그대로 성립하여, 

       이고   이다.)

  


∞

    (  )

    감마함수에 대하여 다음과 같은 오일러 반사 공식이 성립하며, 상술한 번 솔루션의 마지

https://cdlbb.github.io/WandW/CMA07-3-FactorTheoremMN.html#7.4theexpansionofaclassoffunctionsinrationalfractions
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막 단계에서 이 공식이 사용되었다.

  sin 


    위 공식은 Residue Theorem을 사용하여 직접 복소적분을 하거나 감마함수의 정의식을 
대입하여 증명할 수 있으며, 본문에서는 복소적분을 사용하지 않는다는 철학을 유지하기 
위해 다른 증명법을 제시한다. 복소적분을 포함한 다른 증명법에 관심이 있는 독자는 아
래 링크의 증명들을 참고하기 바란다.

https://math.stackexchange.com/questions/714482/prove-that-gammap-times-gamma1-p-frac-pi-sin-p-pi
-forall-p-in?noredirect=1&lq=1

    pf) 감마함수의 바이어슈트라스 무한곱 꼴을 생각하자. (감마함수는 실제로 여러 가지 형
태로 정의되고 이들은 모두 동치이다. 상술한 정의는 적분 형태이다.)
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    한편 감마함수의 성질에 의해      이므로
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    이고 바이어슈트라스 분해 정리에 의해

sin  
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    임을 이용하면

 


 
  

∞

 

  

sin

    얻고 증명이 완료되었다. ■

https://math.stackexchange.com/questions/714482/prove-that-gammap-times-gamma1-p-frac-pi-sin-p-pi-forall-p-in?noredirect=1&lq=1
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