
V� 1 *�×ú̀'aÿ? �ßjÝ~

V� 1 â�
 ÒÏ�¬̈��Ø̧ÿ? ú̀'aU�́s�, |9�|¾Ó, 5Åq§4� 1px_Æ �ª��Ér ß¼l�ëß� ·ú���� ³ð�&³s� ��0px���. Õª�Q�� s�1lx, jËµ, 5Åq�̧ 1px�Ér ß¼l� ÷�rëß� ��m��� ~½Ó�¾Ó�̀� ·ú����� ³ð�&³s� ��0px���. s�XO�>� ß¼l�ü< ~½Ó�¾Ós� ÅÒ#Q��� �ª��̀� ú̀'a(vetor)������Ç��. 2	�"é¶, ¢̧��H 3	�"é¶/BNçß�\�"f 7�'���H�ªM±ÓØ̧(arrow), ¢̧��H'�×/�×¤n>&P�(diretedline segment)�̀� s�6 x�#� �����·p��. �o¶ú�_Æ ~½Ó�¾Ó�Ér  7�'�_Æ ~½Ó�¾Ó�̀� ����?/��, �o¶ú�_Æ U�́s���H  7�'�_Æ ß¼l�\�� �����·p��. �o¶ú�_Æ ¢÷h�(tail)��H  7�'�_Æ k��\�(initial point), �o¶ú�_Æ  xh�(head)��H  7�'�_Æ ¤4 �\�(terminal point)s����� ÂÒǑÉr��. ·ú¡Ü¼��  7�'���H a; i;v;x ü< °ú s��̂�×¼�̂_Æ �èë�H��\�� s�6 x�#� ����?/l��� ��Ç��.  7�'�ü< ½̈ì�r�#� z�́�º��H â«Q±Ó��(salar)����H³ð�&³�̀� ��6 x��� a; t; x ü< °ú s� s�ñÁ�o��̂ �èë�H��\�� ��6 x�#� �����·p��. ��6£§ ÕªaË>%�!3�  7�'�v _Æ r�&h�s� A, 7áx&h�s� B ��� �â
Äº v = ��!AB�� �����·p��.

A

B

°ú �Ér ß¼l�ü< ~½Ó�¾Ó�̀� �����  7�'�[þt�Ér "f�� �â �� ���(equivalent), ¢̧��H G±Û��(equal)�� ��Ç��.����"f ��6£§ ÕªaË>_Æ  7�'�[þt%�!3� ß¼l�ü< ~½Ó�¾Ó�Ér °ú t�ëß� 0Au��� ��ǑÉr  7�'�[þt�Ér �̧¿º °ú �Ér  7�'��� çß�ÅÒ��Ç��. 3



4 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=
1lx1px��Ç ¿º  7�'� v;w ��H v = w�� �����·p��.ú̀'a�+ ¥o>ñ5Ñ#Q�"� {9����� A \�"f B Æ�t� ¹¡§f��%i������ s�M:  7�'���H ��!AB �� ����èq �º e����. ��r� s� {9����� B \�"f C Æ�t� ¹¡§f��%i������ s�M:_Æ  7�'���H ��!BC s���. Õª�Q��� s� {9�����H ���²DG A \�"f C�� ¹¡§f����� �̄	s� �)a��. s�M:  7�'� �!AC \�� ¿º  7�'� ��!AB ü< ��!BC _Æ ½+ËÜ¼�� &ñ
_Æ��Ç��.�!AC = ��!AB +��!BC

A

C

B

ß¼l��� 0 ���  7�'�\�� ÆZÆú̀'a(zero vetor)���� ÂÒØÔ�� 0 �� �����·p��. e��_Æ_Æ  7�'� v \��/�#� v + 0 = 0+ v = v�� &ñ
_Æ��Ç��. r�&h�õ� 7áx&h�s� °ú �Ér  7�'���H �̧¿º %ò
 7�'��� �)a��.�!AA = 0�¹M� 1 î̈
���_Æ e��_Æ_Æ [j &h� A;B;C \� �/�#���!AB +��!BC +�!CA = 0e���̀� ��#���.Solution ��!AB +��!BC +�!CA = �!AC +�!CA = �!AA = 0 �{9�ìøÍ&h�Ü¼�� e��_Æ_Æ ¿º  7�'� v;w \� �/�#� ¿º  7�'�_Æ ½+Ë v +w ��H ��6£§õ� °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.  7�'� w _Æ r�&h�s�  7�'� v _Æ 7áx&h�õ� {9�u���̧2�¤ w \�� s�1lx��Ç��. s�M: r�&h��Ér



℄j 1 ℄X� f���§ýa³ðü<  7�'� 5v ü< {9�u���� 7áx&h��Ér w ü< {9�u����H  7�'�\�� v+w �� &ñ
_Æ��Ç��.(¢,aAá¤ÕªaË>) ëß���� v ü< w _Ær�&h�s� {9�u��>� Z�~��H����� v +w ��H v ü< w �� ëß�[þt#Qt���H î̈
'�������+þA_Æ �/y�����Ü¼�� &ñ
_Æ�)a��.(�̧ǑÉrAá¤ ÕªaË>)
v

w

v+w

vw

v+w

&ñ
_Æ\� _Æ���� ¿º  7�'� v +w ü< w + v ��H °ú 6£§�̀� ·ú� �º e����.v +w = w + v
v

wv

w

w+v
v+w%ò
 7�'��� �����  7�'� v \� �/�#� �v ��H v ü< ß¼l���H °ú �� ~½Ó�¾Ó�Ér ìøÍ�/���  7�'��� &ñ
_Æ��Ç��. s�M: v + (�v) = 0s� �)a��.

v

-v¿º  7�'�_Æ 	�(di�erene) ��H v �w = v + (�w)�� &ñ
_Æ��Ç��.(¢,aAá¤ ÕªaË>) ëß���� v ü< w _Æ r�&h��̀� °ú �Ér 0Au�\� Z�~��H����� v �w ��H w _Æ 7áx&h�\�"f v _Æ 7áx&h�Ü¼�� ����H  7�'��� �)a��.(�̧ǑÉrAá¤ ÕªaË>)
v

-w
v-w

w
v

v-w

w



6 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=%ò
 7�'��� �����  7�'� v _Æ (�×ÊÁ�̄¹(salar multiple) kv ��H ß¼l���  7�'� v _Æ jkj C�s���k > 0 s���� v ü< °ú �Ér ~½Ó�¾Ó, k < 0 s���� v ü< ìøÍ�/~½Ó�¾Ó���  7�'�s���. :£¤y�,(�1)v = �v 0v = 0Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��. w �� v _Æ �©��ºY�Ls���� ¿º  7�'���H Ë̂Æ�ßj���(parallel)�� ���v == w�� �����·p��.
v

v v

v -22 v

1

2
-

1

2

-v

)ç�(|¡è��� (2007 &ñ
r� 5���)
D C B

AE
0A_Æ �̧+þA\�"f ��!DA+��!EB +��!CE = �!CA+ s���.)ç�(|¡è��� (2005 &ñ
r� 5���) ÕªaË>õ� °ú �Ér &ñ
¹¢¤����̂\�"f,  7�'��!AG = ��!AB + ��!FH + ��!HDs���.ÒÏ�¬̈��Ø̧N��+ ú̀'a 7�'�\�� �í�<Ê���H ú́§�Ér ë�H℄j[þt�Ér f���§ýa³ð>�\�� s�6 x���� �/�º&h�Ü¼�� çß�éß��>� ³ð�&³½+É �ºe����. î̈
����Ér ¿º >h_Æ ýa³ð»¡¤�̀� °ú���H ýa³ðî̈
���Ü¼��, /BNçß��Ér [j >h_Æ ýa³ð»¡¤�̀� °ú���H ýa³ð/BNçß�Ü¼�� Òqty��½+É �º e����. s�M: ýa³ðî̈
���_Æ &h��Ér ¿º z�́�º_Æ í�H"f�©� (a; b) ��, ýa³ð/BNçß�_Æ &h��Ér [j



℄j 1 ℄X� f���§ýa³ðü<  7�'� 7
z�́�º_Æ í�H"f�©� (a; b; ) �� �����·p��. r�&h�s� "é¶&h�s��� 7áx&h�s� (a; b), ¢̧��H (a; b; ) ���  7�'�\�� a���� ½+É M: a = � a b � ; ¢̧��H a = � a b  ��� �����·p��.1
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y

a

a

b
H a b L

a

x

y

z

a

c

b

H a b c L

s�M: a \�� &h� (a; b) ¢̧��H (a; b; ) _Æ �Dn�ú̀'a(position vetor)���� ÂÒØÔ�� z�́�º a; b, ¢̧��H, a; b;  \�� a _Æ Å℄Æ&P�(omponents)s����� ��Ç��. �̧��H î̈
���, ¢̧��H /BNçß�_Æ &h��Ér 0Au� 7�'�ü< {9��/{9� �/6£x�̀� ½+É �º e��Ü¼Ù¼�� :£¤Z>�y� �D¥1lx_Æ 0A+«>s� \O���H ��Ç í�H"f�©� (a; b; ) \��  7�'�� a b  ��/�����6 x�l��� ��Ç��.����"fí�H"f�©� (a; b; )��H�â
Äº\�����"f /BNçß�_Æ&h��̀�����?/l��̧ ��� /BNçß�\�"f "é¶&h��̀� r�&h�Ü¼�� ���H 0Au� 7�'�\�� ����?/l��̧ ��Ç��./BNçß�_Æ ¿º &h� A(a1; a2; a3) ü< B(b1; b2; b3) \�� y��y�� r�&h�õ� 7áx&h�Ü¼�� ���H  7�'���H ��!AB �������·p��. s�  7�'�\�� î̈
'��s�1lx�#� "é¶&h� O ��  7�'�_Æ r�&h�s� ÷&�̧2�¤ ���� Õª 7áx&h�_Æ ýa³ð C��H C(b1 � a1; b2 � a2; b3 � a3)s� ÷&�� ��!AB = ��!OC = � b1 � a1 b2 � a2 b3 � a3 ��� �)a��. ����"f �̧��H  7�'���H 1lx1px��Ç 0Au� 7�'�\�� ��t� 9 0Au� 7�'�_Æ 7áx&h�õ� °ú �Ér $í
ì�r�̀� °ú���H��.1�â
Äº\� ����"f��H ��6£§õ� °ú s� \P� 7�'�\�� s�6 x�#� ����?/l��̧ ��Ç��.a =  ab ! ; ¢̧��H a = 0B� ab 1CA



8 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=ú̀'a�+ æ«e� 7�'� u _Æ U�́s�\��  7�'�_Æ æ«e�(norm)���� ��� kuk �� �����·p��. ����"f 2	�"é¶ /BNçß�_Æ 7�'� v = (v1; v2) _Æ ß¼l���H kvk =qv21 + v223	�"é¶  7�'� v = (v1; v2; v3) _Æ ß¼l���Hkvk =qv21 + v22 + v23s���. ß¼l��� 1 ���  7�'���H í5��Dú̀'a(unit vetor)���� ÂÒǑÉr��. %ò
 7�'��� �����  7�'� v \� �/�#� °ú �Ér ~½Ó�¾Ó_Æ éß�0A 7�'���H  7�'�_Æ ß¼l��� v \�� ��¾º#Q ÅÒ��� %3�#Q�����. ��r� ú́�K�"fu = vkvk ; v 6= 0��H v ü< °ú �Ér ~½Ó�¾Ó_Æ éß�0A 7�'�s���./BNçß�_Æ ¿º &h� A(a1; a2; a3); B(b1; b2; b3) �̀� r�&h�õ� 7áx&h�Ü¼�� ���H  7�'� ��!AB _Æ ß¼l���H ¿º&h� ��s�_Æ ��o�ü< {9�u���Ç��.k��!ABk =p(b1 � a1)2 + (b2 � a2)2 + (b3 � a3)2¿º  7�'� v = (v1; v2; v3);w = (w1; w2; w3) ��H y�� $í
ì�rs� °ú Ü¼��� °ú �Ér  7�'�s���. ��r� ú́�K�"f v1 = w1; v2 = w2; v3 = w3s���� v = ws���.  7�'�_Æ ½+Ëõ� �©��ºY�L�Ér  7�'�_Æ $í
ì�rZ>��� >�íß�s� ��0px�<Ê�Ér ��6£§ ÕªaË>\�"f s�K�½+É �º e����. a+ b = (a1 + b1; a2 + b2); ka = (ka1; ka2)
x

y

a

ba+b

b1

b2

O

H a1 + b1 a2 + b2 L

a2

a1

a
ak

k a1

k a2

a2

a1¢̧��Ç  7�'�_Æ 	�s���H $í
ì�r_Æ 	�s�\�� >�íß����� %3�#Q�����. ��r� ú́�K�"f a = (a1; a2);b =(b1; b2) {9� M: a� b = a+ (�b) = (a1; a2) + (�b1;�b2)= (a1 � b1; a2 � b2)



℄j 1 ℄X� f���§ýa³ðü<  7�'� 9s���. s� d���̀� s�6 x����  7�'�_Æ r�&h�s� "é¶&h�s� ����� �â
Äº�̧ 0Au� 7�'�\�� s�6 x�#� ����?/��H�̄	s� ��0px���. /BNçß�_Æ ¿º &h� A(a1; a2) ü< B(b1; b2) \�� r�&h�õ� 7áx&h�Ü¼�� ���H  7�'� ��!AB ��H��!AB = (b1 � a1; b2 � a2) = (b1; b2)� (a1; a2) = ��!OB ��!OA�� �)a��. ��r� ú́�K�"f, 7áx&h�_Æ 0Au� 7�'�\�"f r�&h�_Æ 0Au� 7�'�\�� �É� �̄	s� �)a��.
x

y

AB

OA
OB

A

B

O

H a1 a2 L

H b1 b2 L

b2 - a2

b1 - a1

Ø̧)K� í5��D ú̀'a/BNçß�_Æ e��_Æ_Æ  7�'� (a1; a2; a3) ��H ��6£§õ� °ú s� ����èq �º e����.(a1; a2; a3) = (a1; 0; 0) + (0; a2; 0) + (0; 0; a3)= a1(1; 0; 0) + a2(0; 1; 0) + a3(0; 0; 1) (1.1)��r� ú́�K�"f, R3 _Æ e��_Æ_Æ  7�'���H [j  7�'� (1; 0; 0); (0; 1; 0); (0; 0; 1) _Æ ��
	�Úr
TÒ¼(linearombination)Ü¼�� ³ð�&³���H �̄	s� ��0px���. #�l�"f s� [j  7�'�\�� R3 _Æ Ø̧)K� í5��D ú̀'a(standard unit vetor)���� ��� y��y�� i; j;k �� �����·p��.2i = (1; 0; 0); j = (0; 1; 0); k = (0; 0; 1)s� ³ð�&³�̀� s�6 x���� d�� (1.1) �Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.(a1; a2; a3) = a1i+ a2j+ a3k³ðï�réß�0A 7�'� i; j;k ��H �̧¿º éß�0A 7�'�s��� y��y�� x-»¡¤, y-»¡¤, z-»¡¤_Æ �ª�_Æ ~½Ó�¾Ó�̀� ��o������.
x

y

z

i

k

j

2�â
Äº\� ����"f��H e1; e2;e3 �� ����?/l��̧ ��Ç��.



10 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=n-ú̀'a������º n \� �/�#� í�H"f�©� (a1; a2; : : : ; an)_Æ |9�½+Ë�̀� Rn Ü¼�� ����?/�� n 	�xjS �̄»ë5Ñ(n-dimensional spae)s����� ÂÒǑÉr��. 7£¤,Rn = f(a1; a2; : : : ; an) : ai 2 R; i = 1; 2; : : : ; ngs���. #�l�"f ai \�� i-���P: $í
ì�rs����� ��Ç��. (a1; a2; : : : ; an) �Ér n 	�"é¶ /BNçß�\�"f ��Ç &h��̀� ����?/l��̧ ��� "é¶&h��̀� r�&h�Ü¼�� ���H n  7�'�\�� ����?/l��̧ ��Ç��. n = 1 s���� R1 �Ér f�����_Æ &h�[þtõ� z�́�º\�� {9��/{9��/6£xr�v���H �ºf������̀�, n = 2 s���� R2 ��H ýa³ðî̈
����̀�, n = 3 s���� R3 ��Hýa³ð/BNçß��̀� �����·p��. s�M: n � 4 s����(a1; a2; : : : ; an)�̀� l���<Æ&h�Ü¼�� ����èq �º��H \O�t�ëß� n = 2 {9� M:ü< °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ½+Ëõ� Û¼ºú���Y�L�̀� &ñ
_Æ��Ç��. ��r� ú́�K�"f v = (v1; v2; : : : ; vn); w = (w1; w2; : : : ; wn)ü< Û¼ºú��� k 2 R \� �/�#�v +w = (v1 + w1; v2 + w2; : : : ; vn + wn)kv = (kv1; kv2; : : : ; kvn)Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��. î̈
��� 7�'�\�"fü< °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ¿º  7�'�_Æ 	���Hv �w = v + (�w) = (v1 � w1; v2 � w2; : : : ; vn � wn)Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��. s�XO�>�  7�'�_Æ ���íß��Ér $í
ì�rZ>��� s�ÀÒ#Qt�Ù¼�� z�́�º_Æ ���íß�_Æ $í
|9�s� �/ÂÒì�r 7�'�_Æ ���íß�\� �/�#��̧ $í
wn���Ç��.ú̀'a�+ ¥o>ñ5Ñ 7�'� u = (u1; u2; : : : ; un);v = (v1; v2; : : : ; vn);w = (w1; w2; : : : ; wn) ü< Û¼ºú��� k;m 2 R\� �/�#� ��6£§ 1pxd��s� $í
wn���Ç��.(a) u+ v = v + u(b) (u+ v) +w = u+ (v +w)() u+ 0 = 0+ u = u(d) u+ (�u) = 0
(e) k(u+ v) = ku+ kv(f) (k +m)u = ku+mu(g) k(mu) = (km)u(h) 1u = us��Q��Ç  7�'�_Æ ���íß��̀� s�6 x���� Rn _Æ  7�'�[þt�̀� $í
ì�rÜ¼�� ����?/t� ·ú§���̧ ��Ò�� �º�� e����. \V\�� [þt#Q  7�'�~½Ó&ñ
d�� x+ u = v



℄j 1 ℄X� f���§ýa³ðü<  7�'� 11\�� ëß�7á¤���H  7�'� x ��H ��6£§õ� °ú �Ér ���íß�õ�&ñ
�̀� :�x�#� ½̈½+É �º e����.(x+ u) + (�u) = v + (�u)x+ (u� u) = v � ux+ 0 = v � ux = v � u2 	�"é¶  7�'�, ¢̧��H 3 	�"é¶  7�'�%�!3� l���<Æ&h�Ü¼�� ³ð�&³�̀� ½+É �º \O���H �â
Äº\��̧ #��Q �â
Äº_Æ &ñ
_Æ�� °ú �Ér ~½Ód��Ü¼�� ÅÒ#Q�����. v = (v1; v2; : : : ; vn) _Æ ß¼l���Hkvk =qv21 + v22 + � � �+ v2nÜ¼�� &ñ
_Æ��Ç��. Rn _Æ n >h_Æ  7�'� (1; 0; 0; : : : ; 0); (0; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; (0; 0; 0; : : : ; 1) �̀� y��y��e1; e2; : : : ; en Ü¼�� ����?/�� ³ðï�réß�0A 7�'����� ÂÒǑÉr��.e1 = (1; 0; 0; : : : ; 0); e2 = (0; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; en = (0; 0; 0; : : : ; 1){9�ìøÍ&h���� n  7�'� (a1; a2; : : : ; an) �Ér ��6£§õ� °ú s� ³ðï�réß�0A 7�'�_Æ {9�	����½+ËÜ¼�� ����èq �º e����. (a1; a2; : : : ; an) = a1e1 + a2e2 + � � �+ anen



12 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=V� 2 â�
 ú̀'a�+ 6��\�t��FKÆ�t� Äºo���H ¿º  7�'�_Æ ½+Ëõ�  7�'�_Æ �©��ºY�L�̀� ¶ú�(R ����¤��. ¿º  7�'�_Æ ½+Ës���  7�'�_Æ �©��ºY�L�Ér $í
ì�rZ>��� >�íß�½+É �º e��%3��� ����"f z�́�º\�"f_Æ ���íß�_Æ $í
|9�s� �/ÂÒì�r $í
wn��%i���.ÕªXO������  7�'�ü<  7�'�_Æ Y�L�̀� &ñ
_Æ���H �̄	�Ér ��0px��Ç��? Õªo��� Õª &ñ
_Æ�� #Q�"� _Æp�\�� °ú���H��?  7�'�ü<  7�'�_Æ Y�L�Ér ¿º ��t� +þAI��� &ñ
_Æ�)a��. �����H 6��\�(inner produt)s��� Ô��o���H �̄	s��� ��ǑÉr �����H gC�\�(outer produt)s��� Ô��o���H �̄	s���. Äº��� ?/&h�\� �/�#� ·ú�����l��� ��Ç��.ú̀'a�+ 6��\�¿º  7�'� a = (a1; a2; a3);b = (b1; b2; b3) \� �/�#� a ü< b _Æ ?/&h��Ér a � b �� ����?/��a � b = a1b1 + a2b2 + a3b3�� &ñ
_Æ��Ç��. ¿º  7�'�_Æ ?/&h�_Æ ���õ���H Û¼ºú����� ÅÒ#Qt�Ù¼�� ?/&h��̀� salar produt ����ÂÒØÔl��̧ ��Ç��. 3 {9�ìøÍ&h�Ü¼�� n  7�'�\� �/�#� ?/&h�_Æ &ñ
_Æ��H ��6£§õ� °ú s� �����Û¼XO�>� SX��©�½+É �º e����. (a1; a2; : : : ; an) � (b1; b2; : : : ; bn) = a1b1 + a2b2 + � � �+ anbn�¹M� 1 ��6£§ ¿º  7�'� a;b \� �/�#� ?/&h� a � b �̀� ½̈�#���.(a) a = (1;�1; 1);b = (1; 1; 2)(b) a = (1;�2; 3);b = (1;�2; 3)() a = 3i� 2j+ 5k;b = 2i+ 4j+ kSolution (a) a � b = (1;�1; 1) � (1; 1; 2) = 1(1) + (�1)(1) + 1(2) = 2(b) a � b = (1;�2; 3) � (1;�2; 3) = 12 + (�2)2 + 32 = 14() a � b = (3i� 2j+ 5k) � (2i+ 4j+ k) = 3(2) + (�2)(4) + 5(1) = 3 �"f�� ��ǑÉr ³ðï�r l�$�  7�'�z�o�_Æ ?/&h��Ér �̧¿º 0 s� H�d�̀� ·ú� �º e����.i � j = 0; i � k = 0; j � k = 0?/&h��Ér z�́�ºz�o�_Æ Y�L\�"f $í
wn����H ��6£§õ� °ú �Ér $í
|9�[þts� $í
wn���Ç��. s� ���õ�\�� ��s���H �̄	�Ér ���_þvë�H℄j�� z��|����.6��\��+ Å℄Æ��
a;b;  �� Rn _Æ  7�'�[þts���  ��H z�́�º���� ���. Õª�Q���1. a � a = kak22. a � b = b � a 3. a � (b+ ) = a � b+ a � 4. (a) � b = (a � b) = a � (b)3¢̧��H l� ñ � �̀� s�6 x�Ù¼�� dot produt ���� ÂÒØÔl��̧ ��Ç��.



℄j 2 ℄X�  7�'�_Æ ?/&h� 13�¹M� 2 ��6£§ 1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.ka+ bk2 + ka� bk2 = 2(kak2 + kbk2)Solution ?/&h�_Æ $í
|9�\�"fka+ bk2 = (a+ b) � (a+ b) = a � a+ b � a+ a � b+ b � b= kak2 + 2a � b+ kbk2ka� bk2 = (a� b) � (a� b) = a � a� b � a� a � b+ b � b= kak2 � 2a � b+ kbk2s�Ù¼�� ka+ bk2 + ka� bk2 = 2(kak2 + kbk2)s� $í
wn���Ç��. �Note 0A_Æ ��l�\�� î̈
'�������+þA�̀� s�6 x�#� ����?/��� ��6£§õ� °ú ��. ����"f s� 1pxd���̀� Ë̂Æ�ßj��£o>ÌfC�+ ß��ÓÏ�(parallelogram law)s����� ��Ç��.
a

bb

a

a+b

a-bÆÁ ú̀'a�+ ���=Ḉ�¿º  7�'�_Æ ?/&h��Ér ¿º  7�'� ��s�_Æ ��� y�� � \�� s�6 x�#� ����èq �º�̧ e����. î̈
���, ¢̧��H /BNçß�_Æ ¿º  7�'� a;b �� r�&h�s� {9�u���̧2�¤ Z�~��¤���� ���. ¿º  7�'�_Æ ���=Ḉ�(angle betweentwo vetors)�Ér a;b �� s�ÀÒ��H y�� ×�æ\�"f 0 � � � � ��� y��Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��. ëß���� ¿º  7�'��� î̈
'��s������ � = 0 ¢̧��H � = � s���.
Θ

b

a

Θ

b

a

Θb

a



14 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=¿º  7�'� a;b �� s�ÀÒ��H y���̧�� � {9� M:, ¿º  7�'�_Æ 6��\�(inner produt) a � b �Éra � b = kakkbk os � (1.2)�̀� ëß�7á¤��Ç��. s� $í
|9�\� _Æ���� %ò
 7�'��� ����� ¿º  7�'��� �ºf��{9� �9�¹̄Ø�æì�r�̧|	��Éra � b = 0s���.?/&h�_Æ s� $í
|9��Ér �ï�����_Æ ℄j 2 ZO�gË:�̀� s�6 x�#� 7£x"î
½+É �º e����. a = 0 ¢̧��H b = 0 s���� d�� (1.2) �� $í
wn����H �̄	�Ér {©�����Ù¼�� a 6= 0;b 6= 0 ���� ���. ���y��+þA OAB \� �/�#� �ï�����_Æ ℄j 2 ZO�gË:�̀� &h�6 x����jABj2 = jOAj2 + jOBj2 � 2jOAjjOBj os � (1.3)s� $í
wn���Ç��.
Θ

b

O A

B

a

b-a

�!OA = a;��!OB = b ���� ���� ��!AB = ��!OB ��!OA = b� as�Ù¼�� jABj = k��!ABk = kb� aks��� d�� (1.3) �Ér kb� ak2 = kak2 + kbk2 � 2kakkbk os� (1.4)�� �)a��. ?/&h�_Æ $í
|9�\� _Æ����kb� ak2 = (b� a) � (b� a)= b � b� b � a� a � b+ a � a= kbk2 � 2a � b+ kak2s�Ù¼�� d�� (1.4) ��H kbk2 � 2a � b+ kak2 = kak2 + kbk2 � 2kakkbk os�s� �)a��. s�\�� &ñ
o����� a � b = kakkbk os �



℄j 2 ℄X�  7�'�_Æ ?/&h� 15�̀� %3���H��. s� d��\�"f a 6= 0;b 6= 0 s����os � = a � bkakkbke���̀� ·ú� �º e����.6��\�ø� ���=Ḉ�¿º  7�'� a ü< b _Æ ��e±	y���̀� � ���� ����a � b = kakkbk os �s���. s� d���Ér ��6£§õ� °ú s� ��5g jþt �º e����.os � = a � bkakkbk�¹M� 3 ¿º  7�'� a = (2;�1; 1) õ� b = (1; 1; 2) _Æ ��e±	y���̀� ½̈�#���.Solution kak = p22 + 12 + 12 = p6, kbk = p12 + 12 + 22 = p6 s�Ù¼��os � = 2� 1 + 2p6p6 = 12s���. ����"f � = �3 = 60Æ s���. �)ç�(|¡è��� (2006 �ºr� 1���) ��A� ÕªaË>õ� °ú s� y�� ���_Æ U�́s��� 1��� &ñ
¹¢¤����̂\�"f,  7�'�_Æ?/&h� �!CA � ��!CF = s��� ��!FD � ��!FH = s���.

)ç�(|¡è��� (2007 �ºr� 5���)



16 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=
32 4

23 6
0A_Æ ÕªaË>õ� °ú s� ß¼l� 4 � 3� 2ü< ß¼l� 6� 2� 3_Æ f��¹¢¤����̂�� ��Ç Aá¤ �̧"fo�\�� 1lx{9���Çf����� 0A\� Z�~�� {9�&ñ
 ��o�\�� ��s�\� ¿º�� Z�~#� e����. ÕªaË>\� ³ðr��)a ¿º>h_Æ  7�'�\�� î̈
'��s�1lx�#� r�&h��̀� {9�u�r�(Ǒ��̀� M: ¿º  7�'��� s�ÀÒ��H y���̀� ��� ���� os � = s���.ÊÁÒÏ�ê�> ú̀'a%ò
 7�'��� ����� ¿º  7�'� a;b _Æ ��e±	y��s� �2 s���� ¿º  7�'���H ÊÁÒÏ�(perpendiular)s�������� a ? b�� �����·p��. ����"f 0A_Æ ���õ���H %ò
 7�'��� ����� ¿º  7�'��� �ºf����� �̄	õ� ?/&h�s� 0 ��� �̄	s� 1lxu�e���̀� [O�"î
K� ï�r��. 0 < � < �2 s���� os � > 0 s�Ù¼�� a � b > 0 s���. ìøÍ��� �2 < � < � s����os � < 0 s�Ù¼�� a � b < 0 s���.ÊÁÒÏ�ê�> ú̀'a%ò
 7�'��� ����� ¿º  7�'� a;b \� �/�#�� a � b = 0 s���� ¿º  7�'���H �ºf��s���.� a � b > 0 s���� ¿º  7�'�_Æ ��e±	y���Ér \Vy��s���.� a � b < 0 s���� ¿º  7�'�_Æ ��e±	y���Ér é�Hy��s���.Note a ü< b �� °ú �Ér ~½Ó�¾Ó{9� M:, � = 0 s�Ù¼��a � b = kak kbks���. a ü< b �� ìøÍ�/ ~½Ó�¾Ó{9� M:, � = � s�Ù¼��a � b = kakkbk os� = �kak kbks���.Note ¿º n -  7�'� a;b \� �/�#� a � b = 0 s���� �ºf��s����� &ñ
_Æ��Ç��.�¹M� 4 &ñ
¹¢¤����̂\�"f �̧"fo�ü< �/y����� ��s�_Æ y���̀� ½̈�#���.
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x

y

z

d

H 0 c 0 L

H c 0 0 L

H 0 0 c L

H c c c L

v1

v2

v3

Solution &ñ
¹¢¤����̂_Æ ��Ç ���_Æ U�́s�\��  ���� ���. &ñ
¹¢¤����̂_Æ ��Ç =�Gt�&h��̀� "é¶&h�Ü¼�� ú̧���"é¶&h�\� s�Ö�©��Ç [j =�Gt�&h��̀� y��y�� v1 = (; 0; 0);v2 = (0; ; 0);v3 = (0; 0; ) ���� ���. Õª�Q����/y����� d ��H d = (; ; ) = v1 + v2 + v3�� �)a��. kv1k = ; kdk = p3s�Ù¼�� x »¡¤õ� �/y����� ��s�_Æ y���̀� � ���� ����os � = v1 � dkv1kkdk = 2(p3) = p33s���. ����"f ½̈���H y���Ér aros p33 � 0:96 � 54:7Æs���. �/y�����s� y »¡¤, z »¡¤õ� s�ÀÒ��H y���̧ ��ðøÍ��t��� 54:7Æ s���. �)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� &ñ
r� ë�H℄j 1���)y�� ���_Æ U�́s��� 1��� &ñ
������̂ ABCD \�"f, Ns� ���ì�r AD_Æ ×�æ&h�{9� M:,  7�'�_Æ ?/&h���!CN � ��!CB ��H s���.�¹M� 5 ýa³ðî̈
���\�"f %ò
 7�'��� �����  7�'� n = (a; b) ��H f�����ax+ by +  = 0õ� �ºf��e���̀� ��#���.Solution A = (x1; y1); B = (x2; y2) \�� f����� 0A_Æ "f�� ��ǑÉr ¿º &h�s����� ���. Õª�Q���ax1 + by1 +  = 0; ax2 + by2 +  = 0



18 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=s���. ¿º���P: d��\�"f 'Í	���P: d���̀� NS���a(x2 � x1) + b(y2 � y1) = 0s��� ��!AB = (x2 � x1; y2 � y1) s�Ù¼�� n � ��!AB = 0s� �)a��. ��r� ú́�K�"f  7�'� n õ� ��!AB ��H �ºf��s���.  7�'� ��!AB ��H f����� ax+ by +  = 0 õ� î̈
'���Ù¼�� "é¶���H ���õ�\�� %3���H��. �Note f�����, ¢̧��H î̈
���\� �ºf�����  7�'�\�� ß��¤n>ú̀'a(normal vetor)���� ÂÒǑÉr��.�ók�{ÊÂ��ß�î« ÉÙ�� �Ï�R3 _Æ ¿º  7�'� a ü< b ��s�_Æ y���̀� � ���� ½+É M: j os �j � 1 s�Ù¼��ja � bj = kakkbkj os �j � kakkbks� $í
wn���Ç��. 1pxd���Ér ¿º  7�'��� î̈
'��{9� M:, ��r� ú́�K�"f � = 0 ¢̧��H � = � {9� M: $í
wn���Ç��.s� ÂÒ1pxd���̀� �ók�{ÊÂ��ß�î« ÉÙ�� �Ï�(Cauhy{Shwarz inequality)s����� ��Ç��. s� ÂÒ1pxd���Ér {9�ìøÍ&h�Ü¼�� n  7�'�\� �/�#��̧ $í
wn���Ç��.4 n  7�'�\� �/��Ç �ïr�{�»��ØÔç¼ &ñ
o�\�� $í
ì�r�̀�s�6 x�#� ����?/��� ��6£§õ� °ú ��.(a1b1 + a2b2 + � � �+ anbn)2 � (a21 + a22 + � � �+ a2n)(b21 + b22 + � � �+ b2n)s���.�ók�{ÊÂ��ß�î« ÉÙ�� �Ï�Rn _Æ ¿º  7�'� a ü< b\� �/�#� ��6£§ ÂÒ1pxd��s� $í
wn���Ç��.ja � bj � kakkbk#�l�"f 1pxd���Ér ¿º  7�'��� î̈
'��{9� M: $í
wn���Ç��.�¹M� 6 n >h_Æ �º a1; a2; : : : ; an \� �/�#� î̈
ç�H_Æ ℄jY�L�Ér ℄jY�L_Æ î̈
ç�H���� ������� °ú 6£§�̀���#���. ��r� ú́�K�"f ��6£§ ÂÒ1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.�a1 + a2 + � � �+ ann �2 � a21 + a22 + � � �+ a2nnSolution 0A_Æ ÂÒ1pxd��_Æ �ª����\� n2 �̀� Y�L���� ��6£§ ÂÒ1pxd���̀� %3���H��.(a1 + a2 + � � �+ an)2 � n(a21 + a22 + � � �+ a2n)4n  7�'�\� �/��Ç �»��ØÔç¼_Æ ÂÒ1pxd��_Æ 7£x"î
�Ér ���_þvë�H℄j�� z��|����.



℄j 2 ℄X�  7�'�_Æ ?/&h� 19����"f s�ÂÒ1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀� ��s���� �)a��. a = (a1; a2; : : : ; an);b = (1; 1; : : : ; 1) s����� ����(a � b)2 = (a1 + a2 + � � �+ an)2kak2 = a21 + a22 + � � �+ a2nkbk2 = 12 + 12 + � � �+ 12 = ns���. ����"f �ïr�{�»��ØÔç¼ ÂÒ1pxd��\� _Æ����(a1 + a2 + � � �+ an)2 = (a � b)2� kak2kbk2 = (a21 + a22 + � � �+ a2n)ns�Ù¼�� "é¶���H ���õ�\�� %3���H��. �ºÇÔḈ�ÉÙ�� �Ï��ïr�{�»��ØÔç¼_Æ ÂÒ1pxd��\� _Æ����ka+ bk2 = (a+ b) � (a+ b)= a � a+ 2a � b+ b � b� kak2 + 2kakkbk+ kbk2= (kak+ kbk)2s� $í
wn���Ç��. s�M: 1pxd���Ér a � b = kakkbk{9�M:,7£¤,¿º 7�'���°ú �Ér~½Ó�¾Ó{9�M:$í
wn���Ç��.s����õ�\��ºÇÔḈ�ÉÙ�� �Ï�(triangle inequality)s����� ��Ç��.
a

b
a+b

ºÇÔḈ�ÉÙ�� �Ï�¿º  7�'� a;b \� �/�#� ��6£§ ÂÒ1pxd��s� $í
wn���Ç��.ka+ bk � kak+ kbk1pxd���Ér a ü< b �� °ú �Ér ~½Ó�¾Ó{9� M: $í
wn���Ç��.



20 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=ÇaÆ��ÆZÆ� 7�'�\�� ��ÀÒ��H ú́§�Ér ë�H℄j\�"f  7�'� b \�� ¿º >h_Æ  7�'�_Æ ½+ËÜ¼�� �����·p�� : ��Ç  7�'���H :£¤&ñ
��Ç ��Ç  7�'� a ü< î̈
'����� ��ǑÉr ��Ç  7�'���H a ü< �ºf�����  7�'�_Æ ½+ËÜ¼�� �����·p��. ¿º  7�'� aü< b �� r�&h�s� {9�u���̧2�¤ Z�~%i������(r�&h��̀� P ���� ���) b _Æ 7áx&h�\�"f  7�'� a \�� ����©���Çf����� 0A�� ?/Ǒ2; �º���_Æ µ1Ï�̀� 7áx&h�Ü¼�� ���H  7�'�\�� v1 s����� ���.
b

v1

a

b

a
v1

b

v1

a

s�M: a ü< î̈
'����Ç  7�'� v1 �̀� a \� �/��Ç b _Æ ÇaÆ��ÆZÆ (orthogonal projetion)s����� ���projab�� �����·p��. v2 = b� v1 Ü¼�� Z�~Ü¼��� &ñ
_Æ��ÂÒ'� v2 ��H a ü< �ºf��e���̀� ·ú� �º e����. ����"fb ��H a ü< î̈
'�����  7�'� projab ü< a ü< �ºf�����  7�'� b� projab _Æ ½+ËÜ¼�� ����èq �º e����.b = projab+ (b� projab)s�℄j projab ��H a ü< î̈
'���Ù¼�� �©��º k \� �/�#�projab = ka�� jþt �º e����. ����"f a ü< �ºf�����  7�'� v2 \� �/�#�b = ka+ v2Ü¼�� ì�rK��� �)a��. �ª�����̀� a ü< ?/&h��̀� 2[K� ÅÒ��� a ü< v2 ��H �ºf��s�Ù¼��a � b = ka � a+ a � v2 = kkak2s� �)a��. ����"f k = a � bkak2s��� projab = a � bkak2as���.



℄j 2 ℄X�  7�'�_Æ ?/&h� 21ÇaÆ��ÆZÆ%ò
 7�'��� �����  7�'� a ü< b \� �/�#� a \� �/��Ç b _Æ &ñ
��%ò
 projab �Érprojab = a � bkak2 as���.Note 0A d��Ü¼��ÂÒ'� &ñ
��%ò
_Æ ß¼l���Hkprojabk =  a � bkak2 a = ja � bjkak2 kak = ja � bjkake���̀� ·ú� �º e����. :£¤y�, ¿º  7�'� ��s�_Æ y��s� � s����kprojabk = kbkj os �js���.
b

ÈÈbÈÈ

ÈÈbÈÈcos Θ
Θ v1

b

ÈÈbÈÈ

ÈÈbÈÈcos Θ

Θ

v1

a

�¹M� 7  7�'� a = (2;�2; 1) \� �/��Ç b = (1; 1; 3) _Æ &ñ
��%ò
�̀� ½̈�#���.Solution kak = 3; a � b = 3 s�Ù¼��projab = a � bkak2 a = 13a = �23 ;�23 ; 13�s���. �s�℄j ��Ç &h�\�"f î̈
���_Æ f�����Æ�t�_Æ ��o�\�� ½̈���H /BNd���̀� ½̈K����� s� ℄X��̀� ��u�l��� ��Ç��.�¹M� 8 ��Ç &h� P0(x0; y0) \�"f f����� ax+ by +  = 0 Æ�t�_Æ ��o� D \�� ½̈�#���.Solution f����� ax+by+ = 00A_Æ��Ç&h��̀� P1(x1; y1)�������.f�����_ÆZO���� 7�'� n = (a; b)\�� r�&h�s� P1 \� �̧�̧2�¤ Z�~��. Õª�Q��� ��Ç &h� P0(x0; y0) \�"f f����� ax+ by +  = 0 Æ�t�_Æ ��o���H  7�'� ���!P1P0 _Æ n \� �/��Ç &ñ
��%ò
 projn���!P1P0 _Æ ß¼l��� �)a��.D = kprojn���!P1P0k = j���!P1P0 � njknk



22 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=
x

y

a x + b y+ c � 0

D

n

P0
P1

���!P1P0 = (x0 � x1; y0 � y1); n = (a; b); knk = pa2 + b2 s�Ù¼��D = ja(x0 � x1) + b(y0 � y1)jpa2 + b2 = jax0 + by0 � (ax1 + by1)jpa2 + b2s���. P1(x1; y1) �Ér f����� ax+ by +  = 0 0A_Æ &h�s�Ù¼���(ax1 + by1) = s��� D = jax0 + by0 + jpa2 + b2s���. ��\�ø� ÒÏ�¤n>�+ ��h���Ç &h� P0(x0; y0) \�"f f����� ax+ by +  = 0 Æ�t�_Æ ��o� D ��HD = jax0 + by0 + jpa2 + b2s���.



℄j 3 ℄X� f�����õ� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d�� 23V� 3 â�
 ÒÏ�¤n>ø� Ë̂Æ¢�>�+ '�×ÇaÆ�Ï�î̈
���\�"f ��Ç &h� P0(x0; y0) �̀� t����� f�����_Æ l�Ö��l��� m ��� f�����_Æ ~½Ó&ñ
d���Éry � y0x� x0 = m ) y = m(x� x0) + y0Ü¼�� ½̈½+É �º e����.ÒÏ�¤n>�+ '�×ÇaÆ�Ï�/BNçß�\�"f_Æ f�����_Æ ~½Ó&ñ
d���̧ f����� 0A_Æ ��Ç &h�õ� f�����_Æ ~½Ó�¾Ó�̀� ·ú���� ½̈½+É �º e����. 3	�"é¶/BNçß�\�"f_Æ~½Ó�¾Ó�Ér 7�'���³ð�&³½+É�ºe��Ü¼Ù¼��f�����õ� î̈
'����Ç 7�'�\�� v = (a; b; )�������.f����� 0A_Æ ��Ç &h� P0(x0; y0; z0) �̀� t�����  7�'� v ü< î̈
'����Ç f����� 0A_Æ e��_Æ_Æ &h��̀� P (x; y; z)���� ����  7�'� ��!P0P ��H v ü< î̈
'���Ù¼�� ��!P0P = tv (1.5)��� z�́�º t �� �>rF���Ç��.
x

y

z

P0H x0 y0 z0 L

PH x y z L

tv

v

��!OP = r; ��!OP0 = r0s����� ���� d�� (1.5) ��H ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.r� r0 = tv ) r = r0 + tvs� d���̀� f�����_Æ ú̀'a'�×ÇaÆ�Ï�(vetor equation)s����� ��Ç��. ¢̧��Ç d�� (1.5) \�� $í
ì�rZ>��� ����?/��� (x� x0; y � y0; z � z0) = (ta; tb; t)s�Ù¼�� f�����_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.x = x0 + at; y = y0 + bt; z = z0 + t (�1 < t <1) (1.6)s� d���̀� f�����_Æ 9�5�£o>ÊÁ'�×ÇaÆ�Ï�(parametri equation)s����� ��Ç��. ¢̧��Ç, B�>h����º~½Ó&ñ
d��\�"f B�>h����º t \�� �è���#�x� x0a = y � y0b = z � z0 ; (ab 6= 0)



24 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=�� ����èq �º�̧ e����. s� ~½Ó&ñ
d���Ér f�����_Æ 7��bÆ'�×ÇaÆ�Ï�(symmetri equation)s����� ��Ç��.ëß���� a; b;  ×�æ\�"f 0 s� e��#Q�̧ B�>h~½Ó&ñ
d�� (1.8) \�"f B�>h����º\�� �è�����H �̄	s� ��0px���.\V\�� [þt#Q, a = 0 s������ x = x0; y � y0b = z � z0Ü¼�� ����èq �º e����. s�M: f������Ér x »¡¤õ� �ºf����� î̈
��� x = x0 \� �í�<Ê�)a��.�¹M� 1(a) /BNçß�_Æ ¿º &h� A(2; 4;�1) õ� B(3; 1; 2) \�� t�����H f�����_Æ B�>h����º~½Ó&ñ
d��õ� �/g�A~½Ó&ñ
d���̀� ½̈�#���.(b) s� f�����õ� xy-î̈
���s� ëß�����H &h��̀� ½̈�#���.Solution (a) f������Ér  7�'���!AB = ��!OB ��!OA = (3� 2; 1� 4; 2� (�1)) = (1;�3; 3)ü< î̈
'�����. ����"f B�>h����º~½Ó&ñ
d���Érx = 2 + t; y = 4� 3t; z = �1 + 3t�� �)a��. �/g�A~½Ó&ñ
d���Ér x� 2 = y � 4�3 = z + 13s� �)a��.(b) xy - î̈
����Ér z = 0 s�Ù¼�� �/g�A~½Ó&ñ
d��\�"fx� 2 = y � 4�3 = 13s� $í
wn���Ç��. ����"f x = 73 ; y = 3s���. 7£¤ f�����õ� xy - î̈
����Ér ( 73 ; 3; 0) \�"f ëß�èß���. �Note 0A_Æ ��l�\�"f%�!3� /BNçß�_Æ ¿º &h� P (x1; y1; z1) õ� P2(x2; y2; z2) �̀� t�����H f������Ér  7�'� ���!P1P2 = (x2 � x1; y2 � y1; z2 � z1)õ� î̈
'��s���. ����"f ¿º &h� P (x1; y1; z1) õ� P2(x2; y2; z2) �̀� t�����H f�����_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér ��6£§ d��Ü¼�� ÅÒ#Q�����. x� x1x2 � x1 = y � y1y2 � y1 = z � z1z2 � z1



℄j 3 ℄X� f�����õ� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d�� 25ÒÏ�¤n>�+ '�×ÇaÆ�Ï���Ç &h� P0(x0; y0; z0) �̀� t�����  7�'� v ü< î̈
'����Ç f�����_Æ ~½Ó&ñ
d��f����� 0A_Æ e��_Æ_Æ &h��̀� P (x; y; z); ��!OP = r; ��!OP0 = r0 ���� ���.1.  7�'�~½Ó&ñ
d�� : r� r0 = tv ) r = r0 + tv2. B�>h����º~½Ó&ñ
d�� : x = x0 + at; y = y0 + bt; z = z0 + t (�1 < t <1)3. �/g�A~½Ó&ñ
d�� :x� x0a = y � y0b = z � z0 ; (ab 6= 0)
)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� &ñ
r� 8���) /BG��� x2 + y2 � z2 = 1 0A_Æ &h� (1, 0, 0)�̀� t��� 9 s� /BG���\�¢-a���y� �í�<Ê÷&��H f����� 2>h\�� ¹1Ô����.¢÷ê�> ÒÏ�¤n>î̈
���\�"f ¿º f������Ér î̈
'���t� ·ú§�Ér f������Ér ��Ç &h�\�"f ëß�èß���. Õª�Q�� /BNçß�\�"f_Æ ¿º f������Ér î̈
'���t� ·ú§���̧ ëß���t� ·ú§��H �â
Äº�� Òqt|����. s���� �â
Äº ¿º f������Ér ¡ó��� 0Au�\� e��������Ç��.�¹M� 2 ��6£§ ¿º f������Ér ¡ó��� 0Au�\� e��6£§�̀� ��#���.L1 : x� 22 = y � 33 = z � 44 ; L2 : x+ 11 = y + 22 = z � 33Solution ¿º f�����_Æ ~½Ó�¾Ó 7�'� (2; 3; 4) ü< (1; 2; 3) �Ér î̈
'���t� ·ú§Ü¼Ù¼�� ¿º f������Ér î̈
'���t� ·ú§��. ¿º f������̀� B�>h����º~½Ó&ñ
d��Ü¼�� ����?/��� ��6£§õ� °ú ��.L1 : x = 2 + 2t; y = 3 + 3t; z = 4 + 4tL2 : x = �1 + s; y = �2 + 2s; z = 3 + 3s¿º f�����s� ëß�èß������2 + 2t = �1 + s; 3 + 3t = �2 + 2s; 4 + 4t = 3 + 3s�̀� ëß�7á¤���H °ú̄ t; s �� �>rF���Ç��. %�6£§ ¿º d���̀� ���wn��#� Û�����t = �1; s = 1�̀� %3���H��. Õª�Q�� s� °ú̄[þt�Ér ��t�}�� d���̀� ëß�7á¤�t� ·ú§��H��. ����"f ¿º f������Ér ëß���t� ·ú§��H��. 7£¤, ¿º f������Ér ¡ó��� 0Au�\� e����. �Ë̂Æ¢�>�+ ú̀'a'�×ÇaÆ�Ï�



26 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=î̈
���\�"f f�����_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér l�Ö��l�ü< ��Ç &h��̀� ·ú���� ½̈½+É �º�� e��%3���. ��ðøÍ��t��� /BNçß�\�"f î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér î̈
���_Æ ~½Ó�¾Óõ� ��Ç &h��̀� ·ú���� ½̈½+É �º e����. Õª�Q�� î̈
���_Æ ~½Ó�¾Ó�Ér f�����õ���H ²ú�o� î̈
���õ� î̈
'����Ç ���_Æ  7�'�����H ½̈½+É �º�� \O�Ü¼ 9 ¿º >h_Æ  7�'�("f�� î̈
'���t� ·ú§�Ér), ¢̧��H {9�f����� �©�\� e��t� ·ú§�Ér [j>h_Æ &h�s� �9�¹̄���.î̈
'���t� ·ú§�Ér ¿º  7�'� v1 õ� v2 ü< î̈
'��s��� &h� P0 �̀� t�����H î̈
����̀� W ���� ���. W_Æ e��_Æ_Æ &h��̀� P ���� ��� v1 õ� v2 _Æ r�&h�s� P0 s� ÷&�̧2�¤ Z�~Ü¼��� &h�{©���Ç z�́�º t; s \� �/�#� ��!PP0 s� tv1 õ� sv2 \�� s�Ö�©���H ¿º ���Ü¼�� ���H î̈
'�������+þA_Æ �/y�����s� ÷&�̧2�¤ ½+É �ºe����.
t v1

P0

W
P

s v2

����"f ��!P0P = tv1 + sv2 (1.7)Ü¼�� ����èq �º e����. #�l�"f ��!OP = r; ��!OP0 = r0s����� ���� d�� (1.7) �Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.r� r0 = tv1 + sv2 ) r = r0 + tv1 + sv2s� d���̀� î̈
���_Æ ú̀'a'�×ÇaÆ�Ï�(vetor equation)s����� ��Ç��. ¢̧��Ç, v1 = (a1; b1; 1);v2 =(a2; b2; 2) {9� M:, d�� (1.7) �̀� $í
ì�rZ>��� ����?/���(x � x0; y � y0; z � z0) = (ta1 + sa2; tb1 + sb2; t1 + s2)s�Ù¼�� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.x = x0 + ta1 + sa2; y = y0 + tb1 + sb2; z = z0 + t1 + s2 (�1 < t; s <1) (1.8)s� d���̀� î̈
���_Æ 9�5�£o>ÊÁ'�×ÇaÆ�Ï�(parametri equation)s����� ��Ç��.



℄j 3 ℄X� f�����õ� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d�� 27Ë̂Æ¢�>�+ ú̀'a'�×ÇaÆ�Ï�ø� 9�5�£o>ÊÁ'�×ÇaÆ�Ï�î̈
'���t� ·ú§�Ér ¿º  7�'� v1 = (a1; b1; 1) õ� v2 = (a2; b2; 2) ü< î̈
'��s��� &h� P0(x0; y0; z0)�̀� t�����H î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér ��6£§õ� °ú ��. 7�'�~½Ó&ñ
d�� : r = r0 + tv1 + sv2B�>h����º~½Ó&ñ
d�� : 8><>: x = x0 + ta1 + sa2y = y0 + tb1 + sb2z = z0 + t1 + s2#�l�"f P = (x; y; z) ��H î̈
��� 0A_Æ &h�s��� r = ��!OP ; r0 = ��!OP0 \�� �����·p��.�¹M� 3 [j &h� A(1; 1; 1); B(1; 2; 4); C(2; 3; 5) �̀� t�����H î̈
���_Æ  7�'�~½Ó&ñ
d��õ� B�>h����º~½Ó&ñ
d���̀� ½̈�#���.Solution ��Ç&h� A(1; 1; 1) �̀� t����� ¿º  7�'�v1 = ��!AB = (0; 1; 3); v2 = �!AC = (1; 2; 4)ü< î̈
'����� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d���̀� ½̈���� �)a��. r0 = �!OA = (1; 1; 1) s����� ���� ÅÒ#Q��� î̈
���_Æ  7�'�~½Ó&ñ
d���Ér r = (1; 1; 1) + t(0; 1; 3) + s(1; 2; 4)s���. r = (x; y; z) ���� ���� B�>h����º~½Ó&ñ
d���Érx = 1 + sy = 1 + t+ 2sz = 1 + 3t+ 4ss���. �ß��¤n>ú̀'a��· l�£� ø5� Ë̂Æ¢�>�+ '�×ÇaÆ�Ï�î̈
���õ� î̈
'����� ¿º  7�'� �/��� î̈
���õ� �ºf�����  7�'�\��5 îß������ %i�r� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d���̀� ½̈½+É�º e����. s�M:, î̈
���õ� �ºf�����  7�'�\�� î̈
���_Æ ß��¤n>ú̀'a(normal vetor)���� ��Ç��.s�℄j /BNçß�_Æ ��Ç &h� P0(x0; y0; z0) �̀� t����� ZO���� 7�'��� n = (a; b; ) ��� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d���̀�½̈K� ����. î̈
���_Æ e��_Æ_Æ &h��̀� P (x; y; z) ���� ������!P0P = (x � x0; y � y0; z � z0)�Ér î̈
���\� �í�<Ê÷&��H  7�'�s��� ����"f n õ� �ºf��s���.5#Q�"�  7�'��� î̈
���õ� �ºf��s�����H �̄	�Ér î̈
���\� �í�<Ê÷&��H �̧��H  7�'�ü< �ºf��s�����H �̄	�̀� _Æp���Ç��.



28 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=
x

y

n
z

P0

P

Õª�QÙ¼�� î̈
��� 0A_Æ e��_Æ_Æ &h� P (x; y; z) \� �/�#�n � ��!P0P = a(x� x0) + b(y � y0) + (z � z0) = 0s� $í
wn���Ç��. s� d���̀� î̈
���_Æ ��
ð5�'�×ÇaÆ�Ï�(general equation)s����� ��Ç��.Ë̂Æ¢�>�+ ��
ð5�'�×ÇaÆ�Ï���Ç &h� P0(x0; y0; z0) �̀� t����� ZO���� 7�'��� n = (a; b; ) ��� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér ��6£§õ� °ú ��.a(x� x0) + b(y � y0) + (z � z0) = 0Note ¢̧��Ç (a; b; ) 6= 0 s���� ~½Ó&ñ
d��ax+ by + z + d = 0�Ér ZO���� 7�'��� n = (a; b; ) ��� î̈
����̀� �����·p��.�¹M� 4 &h� P0(2;�3; 1) �̀�t����� 7�'� n = (3;�5; 7)õ��ºf����� î̈
���_Æ~½Ó&ñ
d���̀� ½̈�#���.Solution î̈
��� 0A_Æ &h��̀� P (x; y; z) ���� ����n � ��!P0P = 0 ) 3(x� 2)� 5(y + 3) + 7(z � 1) = 0s� $í
wn���Ç��. s�\�� &ñ
o����� ÅÒ#Q��� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér3x� 5y + 7z = 28s���. �)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� &ñ
r� 6���) ýa³ð/BNçß�_Æ ��Ç &h� (4; 1; 6)\�"f î̈
��� 2x + 2y � z = 0 \� ?/Ǒ2; �º���_Æ µ1Ï_Æ ýa³ð��H s���.



℄j 3 ℄X� f�����õ� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d�� 29)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� &ñ
r� 1���) 3	�"é¶ /BNçß�\�"f F�g"é¶s� "é¶&h�\� 0Au���� Û¼ß¼Ǒ2;s� î̈
���3x + 2y + z = 12Ü¼�� ÅÒ#Q&���̀� M:, &h� P (1; 2; 3)s� Û¼ß¼Ǒ2; 0A\� ��������H �©�_Æ 0Au���H&h�( ; ; ) s���.)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� �ºr� 11���) ýa³ð/BNçß�_Æ [j &h� A(2; 0; 0); B(1; 1; 0); C(0; 0; 1) �̀� =�Gt�&h�Ü¼�� ���H �ABC \�� î̈
��� 2x� y + z = 6 0A�� &ñ
��%ò
r���� �A0B0C 0 _Æ V,�s�\�� ½̈���.ÆÁ Ë̂Æ¢�>�+ �Dn�y��y��_Æ ZO���� 7�'��� î̈
'����Ç ¿º î̈
����Ér Ë̂Æ�ßj���(parallel)�� ��Ç��. î̈
'����Ç ¿º î̈
����Ér {9�u������ ëß���t� ·ú§��H��. î̈
'���t� ·ú§�Ér ¿º î̈
����Ér f�����\�"f ëß�èß���. î̈
'���t� ·ú§�Ér ¿º î̈
���_Æy���Ér y�� î̈
���_Æ ZO���� 7�'�[þt_Æ ��e±	y��Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.
n2

Θ

Θ

n1

�¹M� 5 ��6£§ ¿º î̈
���\� �/�#�2x� y + z = 2; x� 2y � z = 10(a) ¿º î̈
���_Æ ��e±	y���̀� ½̈�#���.(b) ¿º î̈
���_Æ �§����̀� ½̈�#���.Solution (a) y�� î̈
���_Æ ZO���� 7�'�\�� n1;n2 ���� ����n1 = (2;�1; 1); n2 = (1;�2;�1)s��� kn1k =p22 + (�1)2 + 12 = p6; kn2k =p12 + (�2)2 + (�1)2 = p6s���. ¿º  7�'�_Æ ��e±	y���̀� � ���� ����os � = n1 � n2kn1kkn2k = 2(1) + (�1)(�2) + 1(�1)p6p6 = 12s���. ����"f ¿º î̈
��� ��s�_Æ y���Ér �3 s���.



30 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=(b) y; z \�� x \�� s�6 x�#� ����?/��. Õª�Q���y = x� 4; z = �x� 2�� �)a��. x = t ���� ���� ��6£§õ� °ú �Ér B�>h����º~½Ó&ñ
d���̀� %3���H��.x = ty = t� 4z = �t� 2s� d���̀� �/g�A~½Ó&ñ
d��Ü¼�� ��Ë̈#Q æ¼���x1 = y + 41 = z + 2�1s���. �)ç�(|¡è��� (2009Æ̧� �ºr� 1���) ýa³ð/BNçß�\�"f [j &h� A(1; 1; 1), B(0; 2; 3), C(1; 3; 4) �̀� t�����H î̈
���õ� ~½Ó&ñ
d�� x + y � 2z = 1 �� ÅÒ#Q��� î̈
���s� s�ÀÒ��H y�� ��î�rX< \Vy��_Æ �ï����� °ú̄�Érs���.�\�ø� Ë̂Æ¢�> ��l��+ ��h�s�℄j î̈
���\�"f ��Ç &h�õ� f����� ��s�_Æ ��o�\�� ½̈��Ç �̄	õ� °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� î̈
���õ� ��Ç &h� ��s�_Æ ��o�\�� ½̈½+É �º e����. /BNçß�_Æ ��Ç &h� P0(x0; y0; z0) ü< î̈
���ax+ by + z + d = 0��s�_Æ ��o� D \�� ½̈K� ��l��� ���.î̈
���_Æ e��_Æ_Æ &h� P1(x1; y1; z1) \� �/�#�b = ���!P1P0 = (x0 � x1; y0 � y1; z0 � z1)���� ���� D = kbk os �j �� �)a��. ����"fD = kbkj os �j = kbk jn � bjknkkbk = jn � bjknks���.
P0

P1

D

n



℄j 3 ℄X� f�����õ� î̈
���_Æ ~½Ó&ñ
d�� 31n � ���!P1P0 = a(x0 � x1) + b(y0 � y1) + (z0 � z1)= ax0 + by0 + z0 � (ax1 + by1 + z1)\�"f P1(x1; y1; z1) �Ér î̈
���_Æ &h�s�Ù¼��ax1 + by1 + z1 + d = 0 ) �(ax0 + by0 + z0) = ds��� knk = pa2 + b2 + 2 s�Ù¼��D = jn � bjknk = jax0 + by0 + z0 + djpa2 + b2 + 2s���.ø5� �\�ø� Ë̂Æ¢�> ��l��+ ��h�P0(x0; y0; z0) ü< î̈
��� ax+ by + z + d = 0 ��s�_Æ ��o� D ��H ��6£§õ� °ú ��.D = jax0 + by0 + z0 + djpa2 + b2 + 2�¹M� 6 ��6£§ ¿º î̈
���s� î̈
'���<Ê�̀� [O�"î
���5x� 3y � z = 10; �10x+ 6y + 2z = 1¿º î̈
��� ��s�_Æ ��o�\�� ½̈�#���.Solution ¿º î̈
���_Æ ZO���� 7�'�\�� y��y�� n1;n2 ���� ����n1 = (5;�3;�1); n2 = (�10; 6; 2) = �2n1s�Ù¼�� ¿º î̈
����Ér î̈
'��s���.
P0

D

����"f 'Í	 î̈
���_Æ e��_Æ_Æ ��Ç &h�\�"f ¿º ���P: î̈
���Æ�t�_Æ ��o�\�� ½̈���� �)a��. s�℄j 'Í	 î̈
���_Æ ��Ç &h� (2; 0; 0) \�"f î̈
��� �10x+ 6y + 2z = 1 Æ�t�_Æ ��o�\�� ½̈K� ��l��� ���. 0A\�"f ½̈��Ç /BNd���̀� &h�6 x���� D = j � 10(2) + 6(0) + 2(0)� 1jp(�10)2 + 62 + 22 = 21p140 = 3p3510



32 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=�̀� %3���H��. �)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� �ºr� 6���)ýa³ð/BNçß�_Æ W1 &h� O(0; 0; 0); A(1; 2;�1); B(�1; 2; 1); C(�1; 1; 3)s� ÅÒ#Q4R e����. s� W1&h��̀� =�Gt�&h�Ü¼�� ���H ������̂_Æ ÂÒx���H s���.)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� �ºr� 2���)ýa³ð/BNçß�\�"f ¿º d�� x + z = 0, x2 + y2 + z2 = 2 _Æ /BN:�xÂÒì�rÜ¼�� ÅÒ#Q��� "é¶õ� d��x+ 2y � z = 6 Ü¼�� ÅÒ#Q��� î̈
��� ��s�_Æ þjéß� ��o���H s���.)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� �ºr� 8���)ýa³ð/BNçß�\�"f ¿º &h� P (3; 1; 2); Q(�3; 4; 3) õ� î̈
��� x + 2y + z = 1 0A_Æ &h� R\� �/�#�,PR+QR_Æ þj�è°ú̄�̀� ½̈���.)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� &ñ
r� 2���)ýa³ð/BNçß�\�"f &h� (1,1,1)s� ×�æd��s��� ìøÍt�2£§_Æ U�́s��� 1��� ½̈ü< î̈
��� 2x+ y + 2z = 14 _Æþjéß���o���H s���.



℄j 4 ℄X� '��§>= 33V� 4 â�
 �ßjÝ~
�º\�� f����y��+þA�̧�ª�Ü¼�� C�\P��#� F� ñ�� Óü��Ér �̄	�̀� �ßjÝ~
(matrix)s����� ��Ç��. ��6£§�Ér '��§>=_Æ ��l�s���. 1 12 3 ! ; � 1 �2 0 1 � ; 0B� 12�1 1CA ;  p2 0 �p21 0 2 !'��§>=_Ææ«e�(size)��H�ßj(row)_Æ�ºü<á~
(olumn)_Æ�º\��Y�L!lrl� ñ\��s�6 x�#������·p��.\V\�� [þt#Q 0A_Æ '��§>=[þt_Æ ß¼l���H y��y��2� 2; 1� 4; 3� 1; 2� 3s���. ¿º ���P: '��§>=%�!3� 1�m '��§>=�̀� �ßjú̀'a(row vetor), [j ���P: '��§>=%�!3� n� 1 '��§>=�̀�á~
ú̀'a(olumn vetor)���� ��Ç��. _Æp��� "î
SX���Ç �â
Äº\���H '�� 7�'�, \P� 7�'� �/��� éß�í�Hy�  7�'����� ÂÒØÔl��̧ ��Ç��. '��§>= A _Æ i ���P: '��, j ���P: \P�\� e����H "é¶�è\�� aij �� ����?/�� '��§>=A _Æ (i; j) �½Ós����� ��Ç��. m� n '��§>=�̀� çß�éß�y� (aij), ß¼l�\�� y©��̧��� z�·�̀� M:��H (aij)m�n�� ����?/l��̧ ��Ç��. {9�ìøÍ&h���� m� n '��§>=�Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.A = 0BBBB� a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n... ... . . . ...am1 am2 � � � amn 1CCCCAA _Æ i ���P: '���Ér ri(A) �� ����?/�� A _Æ j ���P: \P��Ér j(A) �� ����?/l��� ��Ç��.ri(A) = � ai1 ai2 � � � ain � ; j(A) = 0BB� a1j...amj 1CCA����"f '��§>= A ��H ��6£§õ� °ú s� ����èq �º�̧ e����.A = 0BBBB� r1(A)r2(A)...rm(A) 1CCCCA = � 1(A); 2(A); : : : ; n(A) ��D¥1lx_Æ Äº�9�� \O���H �â
Äº\���H '�� 7�'���H éß�í�Hy� ri, \P� 7�'���H j �� ����?/l��� ��Ç��.ÇaÆ'�×�ßjÝ~
ø� 7�Ḉ��ßjÝ~
'��§>= A \�"f m = n s���� A \�� ÇaÆ'�×�ßjÝ~
(square matrix)s����� ��Ç��. �½Óa11; a22; : : : ; ann�̀� &ñ
~½Ó'��§>=_Æ 7�Ḉ�/�×(diagonal entry)s����� ��Ç��. �/y���½Ó s�ü�_Æ �̧��H �½Ós� 0 ��� &ñ
~½Ó'��§>=�̀� 7�Ḉ��ßjÝ~
(diagonal matrix)s����� ��Ç��. �/y���½Ós� d1; d2; : : : ; dn ��� �/y��'��§>=�Ér



34 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=D(d1; d2; : : : ; dn) Ü¼�� �����·p��.D(d1; d2; : : : ; dn) = 0BBBB� d1 0 � � � 00 d2 � � � 0... ... . . . 00 0 � � � dn 1CCCCAß¼l���°ú �Ér¿º'��§>= A;B _Æy���½Ós� �̧¿º°ú Ü¼���¿º'��§>=�Ér°ú ������Ç��.��r� ú́�K�"f m�n'��§>= A = (aij) ü< B = (bij) \� �/�#�aij = bij ; 1 � i � m; 1 � j � ns���� ¿º '��§>=�Ér °ú ���� ��Ç��.�ßjÝ~
�+ TÒ¼ø� (�×ÊÁ�̄¹ß¼l��� °ú �Ér ¿º '��§>= A;B \� �/�#� '��§>=_Æ ½+Ë A+B ��H ¿º '��§>=_Æ y�� �½Ó�̀� �8��Ç �̄	�̀� �½ÓÜ¼�� °ú���H '��§>=s���. 7£¤, m� n '��§>= A = (aij) ü< B = (bij) \� �/�#�(aij) + (bij) = (aij + bij)s���. �©��º  \� �/�#� �©��ºY�L A ��H y�� �½Ó\�  \�� Y�L��Ç �̄	�̀� �½ÓÜ¼�� °ú���H '��§>=s���.(aij) = (aij)(�1)A ��H éß�í�Hy� �A �� æ¼l��� ��Ç��. Õª�Q��� ¿º '��§>=_Æ 	���H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.A�B = A+ (�B)'��§>=_Æ �̧��H �½Ós� 0 ��� '��§>=�̀� ÆZÆ�ßjÝ~
(zero matrix)s����� ��� O �� �����·p��. Õª�Q��� Aü< °ú �Ér ß¼l�_Æ %ò
'��§>= O \� �/�#�A+O = A = O +A; A�A = O = �A+As� $í
wn���Ç��.6 ��6£§ �'a>�d��s� $í
wn����H �̄	�Ér ~1�>� SX����½+É �º e����.6s��Q��Ç $í
|9��̀� °ú���H "é¶�è O \��  »	!lr\� �/��Ç �½Ó1px"é¶, �A \�� A _Æ  »	!lr\� �/��Ç %i�"é¶s����� ��Ç��.



℄j 4 ℄X� '��§>= 35�ßjÝ~
�+ TÒ¼ø� (�×ÊÁ�̄¹�+ Å℄Æ��
°ú �Ér ß¼l�_Æ '��§>= A;B;C;O ü< �©��º a; b \� �/�#� ��6£§ �'a>�d��s� $í
wn���Ç��.� A+B = B +A� (A+B) + C = A+ (B + C)� A+O = A; A+ (�A) = O� (ab)A = a(bA)� a(A+B) = aA+ aB� (a+ b)A = aA+ bA�ßjÝ~
�+ �̄¹m� n '��§>= A ü< n� k '��§>= B _Æ Y�L�Ér m� k '��§>=s��� AB �� �����·p��.C = A B(m� k) (m� n) (n� k)C = AB = (ij) ���� ���� ij ��H A _Æ i ���P: '�� 7�'��� ri(A) = (ai1 ai2 � � � ain), B _Æ j ���P: \P� 7�'��� j(B) = 0BBBB� b1jb2j...bnj 1CCCCA {9� M:, ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.ij = nXk=1 aikbkj= ai1b1j + ai2b2j + � � �+ ainbnj'��§>=Y�L_Æ &ñ
_Æ��ÂÒ'� ��6£§ d��s� $í
wn����H �̄	�̀� ~1�>� SX����½+É �º e����.A(B) = (AB); A(B + C) = AB +AC; (B + C)A = BA+ CA�¹M� 1 ¿º '��§>= A;B �� ��6£§õ� °ú �̀� M:A =  1 3 �1�2 �1 1 ! ; B = 0B� �4 05 �2�1 2 1CAC = AB ��H 2� 2 '��§>=s���. 1 3 �1�2 �1 1 !0B� �4 05 �2�1 2 1CA =  12 �82 4 !



36 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=ìøÍ���\� BA ��H 3� 3 '��§>=s���.0B� �4 05 �2�1 2 1CA 1 3 �1�2 �1 1 ! = 0B� �4 �12 49 17 �7�5 �5 3 1CANote m� n '��§>= A ü< n� k '��§>= B \� �/�#� m 6= k s���� BA �� &ñ
_Æ÷&t� ·ú§��H��. ¢̧��Çm = k ��� �â
Äº���̧ {9�ìøÍ&h�Ü¼�� '��§>=_Æ  »	!lrõ���H ��ØÔ>� '��§>=_Æ Y�L!lr\� �/�#���H �§8̈�ZO�gË:s� $í
wn��t� ·ú§��H��. ��r� ú́�K�"f {9�ìøÍ&h�Ü¼����HAB 6= BAs���.�¹M� 2 ���í�Hs�ü< ���d��s���H õ�{9��̀� ���Q ��l��� ��� �9�¹̄��Ç >h�ºü< ��H%�\� e����H ¿º B��©�`��', `��' _Æ ���Ǒ��̀� �̧���%i��8m� ��6£§õ� °ú ��¤��.��õ� C� y�����í�Hs� 5 3 10���d��s� 7 5 5 B��©� �� B��©� ����õ� 1000 900C� 2000 2500y�� 900 800���í�Hs�ü< ���d��s��� y�� B��©�\�"f õ�{9��̀� ��¤�̀� �â
Äº \O���\�� t�Ô���#��� ���Ht�\�� ½̈�#���.Solution ���í�Hs��� B��©� `��'\�"f ¶ú� �â
Äº5(1000) + 3(2000) + 10(900) = 20000B��©� `��'\�"f ¶ú� �â
Äº 5(900) + 3(2500) + 10(800) = 20000�̀� t�Ô��K��� ��Ç��. ���d��s�_Æ �â
Äº��H B��©� `��'\�"f ¶ú� �â
Äº7(1000) + 5(2000) + 5(900) = 21500B��©� `��'\�"f ¶ú� �â
Äº 7(900) + 5(2500) + 5(800) = 22800�̀� t�Ô��K��� ��Ç��. s� ���õ�\�� ³ð�� ����?/��� ��6£§õ� °ú ��.B��©� `��' B��©� `��'���í�Hs� 20000 20000���d��s� 21500 22800 �



℄j 4 ℄X� '��§>= 37Note ��l� 2 \�"f t�Ô��K��� ½+É Ó�o�º��H ¿º  7�'�_Æ ?/&h� +þAI��� ½̈�#������. ��6£§õ� °ú s� �9�¹̄��Ç >h�º_Æ ³ðü< y�� B��©�\�"f_Æ ���Ǒ�³ð\�� '��§>=�̀� s�6 x�#� ��6£§õ� °ú s� ����?/��.L =  5 3 107 5 5 ! ; P = 0B� 1000 9002000 2500900 800 1CAÕª�Q��� '��§>=Y�L LP ��H ���í�Hs�ü< ���d��s��� t�Ô��K���½+É Ó�o�º\�� ½̈�#� ï�r��.LP =  5 3 107 5 5 !0B� 1000 9002000 2500900 800 1CA =  20000 2000021500 22800 !�¹M� 3 [j 7áxÀÓ_Æ 0lx���Óüt�̀� F�C����H 0lx�©�\�"f #î
Ø�æK� \V~½Ó�̀� 0AK� [j 7áxÀÓ_Æ 0lx����̀� ��6 x��Ç��. y�� 0lx���Óüts� éß�0A Áº>�{©� f�̈�º��Ç 0lx���_Æ �ª��̀� ��6£§õ� °ú s� ³ð�� &ñ
o��%i���.0lx���Óüt 1 0lx���Óüt 2 0lx���Óüt 30lx��� A 3 4 20lx��� B 2 3 40lx��� C 4 3 4s� 0lx�©�\�"f Òqtíß��)a 0lx���Óüt�Ér %i�r� s� 0lx�©�\�"f v�Äº��H ��»¡¤_Æ ��«Ñ�� ��6 x÷&��HX< 1ÅÒ{9�\� y�� ��»¡¤[þts� �èq����H 0lx���Óüt_Æ �ª��Ér ��6£§õ� °ú ��.0lx���Óüt 1 0lx���Óüt 2 0lx���Óüt 3�è 30 40 25��z� 2 5 4��5pu 4 10 81 ÅÒ{9�1lxîß� ��»¡¤[þt_Æ �̂?/\� f�̈�º÷&��H 0lx���_Æ �ª��̀� '��§>=_Æ Y�L�̀� s�6 x�#� ����?/#Q��.Solution \V\�� [þt#Q �è�� f�̈�º���H 0lx��� A _Æ �ª��Ér3 � 30 + 4 � 40 + 2 � 25 = 300s���. '��§>=_Æ Y�L�̀� s�6 x�#� ����?/l� 0AK�"f��H ¿º ���P: ³ð\�� ��6£§õ� °ú s� ��Ë̈#Q ����H �̄	s�¼#�o����. �è ��z� ��5pu0lx���Óüt 1 30 2 40lx���Óüt 2 40 5 100lx���Óüt 3 25 4 8Õª�Q��� 'Í	 ���P: ³ð\�� ����?/��H '��§>=õ� ¿º ���P: ³ð\�� ����?/��H '��§>=_Æ Y�L�̀� >�íß����� y�� ��»¡¤s� [O�2[���H 0lx���_Æ �ª��̀� ½̈½+É �º e����.0B� 3 4 22 3 44 3 4 1CA0B� 30 2 440 5 1025 4 8 1CA = 0B� 300 34 68280 35 70340 39 78 1CA



38 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=s� ���õ�\�� ³ð�� ����?/��� ��6£§õ� °ú ��. �è ��z� ��5pu0lx��� A 300 34 680lx��� B 280 35 700lx��� C 340 39 78\V\�� [þt#Q ��z��� [O�2[���H 0lx��� B _Æ �ª��Ér 35 e���̀� ·ú� �º e����. �Note 0A_Æ ��l�\�"f �̂� �º e��1pws� '��§>=_Æ Y�Ls� _Æp�\�� °ú�l� 0AK�"f��H 'Í	 ���P: ³ð_Æ \P�_Æs�2£§õ� ¿º ���P: ³ð_Æ '��_Æ s�2£§s� °ú ���� ��Ç��. s���� �â
Äº ¿º '��§>=_Æ Y�L\� e��#Q"f '��_Æ s�2£§�Ér 'Í	 ���P: ³ð_Æ '��_Æ s�2£§õ� {9�u���� \P�_Æ s�2£§�Ér ¿º ���P: ³ð_Æ \P�_Æ s�2£§õ� {9�u���Ç��.��>n��ßjÝ~
��l� 3 \�"f ¿º ���P: ³ð_Æ '��õ� \P�_Æ s�2£§�̀� ��Ë̈#Q"f ����?/%3���. s�XO�>� m � n '��§>= A = (aij) \�"f (i; j) �½Ó�̀� (j; i) �½Ós� ÷&�̧2�¤ ëß���H '��§>=�̀� At �� ����?/�� A _Æ ��>n��ßjÝ~
(transpose matrix)s����� ��Ç��. At ��H n�m '��§>=s� �)a��. ��r� ú́�K�"f At = (atij) �������� atij = ajis���. \V\�� [þt#Q 1 2 34 5 6 !t = 0B� 1 42 53 6 1CA ; � a1 a2 � � � an �t = 0BBBB� a1a2...an 1CCCCAs���. ���u�'��§>= At _Æ i ���P: '���Ér A _Æ i ���P: \P�õ� °ú ��. ���íß�s� ��0px��Ç '��§>= A;B \� �/�#� ��6£§_Æ $í
|9�[þts� $í
wn���Ç��.� (A)t = At, (At)t = A� (A+B)t = At +Bt, (AB)t = BtAt&ñ
~½Ó'��§>= A \� �/�#� At = A s���� A \�� 7��bÆ(symmetri)s����� ��Ç��. ��r� ú́�K�"f,A = (aij) _Æ �̧��H i; j \� �/�#� aij = ajis���� A ��H �/g�As����� ��Ç��. &ñ
_Æ\� _Æ���� �̧��H �/g�A'��§>=�Ér &ñ
~½Ó'��§>=s���. ��6£§ '��§>= A ��H�/g�As�t�ëß� B ü< C ��H �/g�As� ��m���.A =  1 22 1 ! ; B =  1 2 12 1 1 ! ; C =  1 2�2 1 ! ;



℄j 4 ℄X� '��§>= 39�¹M� 4 �̧��H '��§>= A \� �/�#� (AtA)t = At(At)t = AtAs�Ù¼�� AtA ��H �/g�A'��§>=s���. At _Æ i ���P: '���Ér A _Æ i ���P: \P�õ� °ú Ü¼Ù¼�� (AtA)ij ��H A _Æi \P�õ� j \P�_Æ ?/&h�Ü¼�� ÅÒ#Q�����.(AtA)ij = ri(At)j(A) = i(A) � j(A) �\P� 7�'� u = 0BBBB� u1u2...un 1CCCCA ; v = 0BBBB� v1v2...vn 1CCCCA\� �/�#�utv = � u1 u2 � � � un �0BBBB� v1v2...vn 1CCCCA = (u1v1 + u2v2 + � � �+ unvn) = (u � v)s���. ����"f n -  7�'� u;v \� �/�#� ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.utv = u � v (1.9)�ßjÝ~
ø� ú̀'a�+ �̄¹m � n '��§>= A = (aij) ü< n  7�'� b = 0BB� b1...bn 1CCA \� �/�#� '��§>=Y�L Ab ��H m � 1 '��§>=, 7£¤,m  7�'�s���. Ab = 0BB� a11 � � � a1n... ...am1 � � � amn 1CCA0BB� b1...bn 1CCA = 0BB� r1(A)b...rm(A)b 1CCA= 0BB� a11b1 + a12b2 + � � �+ a1nbn...am1b1 + am2b2 + � � �+ amnbn 1CCA= b10BB� a11...am1 1CCA+ b20BB� a12...am2 1CCA+ � � �+ bn0BB� a1n...amn 1CCA= b11(A) + b22(A) + � � �+ bnn(A)



40 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=����"f '��§>=õ�  7�'�_Æ Y�L�Ér '��§>=_Æ \P� 7�'�_Æ ��
	�Úr
TÒ¼(linear ombination)Ü¼�� jþt �º e����. s�M: {9�	����½+Ë_Æ >��º��H \P� 7�'�_Æ �½Ó[þts� �)a��.�¹M� 5 '��§>= A =  10 12 1719 11 7 ! ü<  7�'� b = 0B� 20�1 1CA \� �/�#� Ab ��H A _Æ \P� 7�'�_Æ {9�	����½+ËÜ¼�� ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.Ab =  10 12 1719 11 7 !0B� 20�1 1CA= 2 1019 !+ 0 1211 !� 1 177 ! =  331 ! �{9�	����½+Ë�̀�s�6 x��Ç³ð�&³�Ér{9�ìøÍ&h����'��§>=Y�L\��̧&h�6 xs���0px���. m�n'��§>= Aü< n�k'��§>= B _Æ Y�L AB _Æ j ���P: \P� 7�'���H A ü< j(B) _Æ Y�Ls���.j(AB) = Aj(B)����"f AB = A� 1(B) 2(B) � � � k(B) �= � A1(B) A2(B) � � � Ak(B) �ü< °ú s� ����èq �º e����.�ßjÝ~
ø� ú̀'a�+ �̄¹m � n '��§>= A ü< n � 1  7�'� b _Æ Y�L�Ér A _Æ \P� 7�'�ü< b _Æ "é¶�è_Æ {9�	����½+ËÜ¼�� jþt �ºe����. 7£¤ Ab = b11(A) + � � �+ bnn(A)s���. m� n '��§>= A ü< n� k '��§>= B _Æ Y�L AB \�"f j ���P: \P��Érj(AB) = Aj(B)s���. 7£¤, AB = � A1(B) A2(B) � � � Ak(B) �s���.í5��D�ßjÝ~




℄j 4 ℄X� '��§>= 41n� n '��§>= In = 0BBBB� 1 0 � � � 00 1 � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � 1 1CCCCA�̀� n 	�"é¶ í5��D�ßjÝ~
(identity matrix)s����� ÂÒǑÉr��. éß�0A'��§>=_Æ i ���P: \P� 7�'�\�� e�Ôeµí5��Dú̀'a(elementary unit vetor)���� ÂÒØÔ�� ei �� �����·p��.ei = 0BBBBBBB� 0...1...0
1CCCCCCCA  i ���P: '��Õª�Q��� �̧��H \P� 7�'���H l��:réß�0A 7�'�_Æ {9�	����½+ËÜ¼�� ����èq �º e����. ��r� ú́�K�"f0BB� a1...an 1CCA = a1e1 + � � �+ anen�� ����èq �º e����. ����"f m� n '��§>= A \� �/�#�i(ImA) = Imi(A) = a1ie1 + � � �+ amiem = i(A)s���. 7£¤, ImA = A�� $í
wn���Ç��. ¢̧��Ç Aei = 01(A) + � � �+ 1i(A) + � � �+ 0n(A) = i(A)s���. ����"f AIn = A�� $í
wn���Ç��. :£¤y�, m = n s���� InA = AIn = As���. Õª�QÙ¼�� In �Ér '��§>=Y�L\� �/��Ç �½Ó1px"é¶s���.�¹M� 6 m� n '��§>= A, n� k '��§>= B ü< k  7�'� x = 0BB� x1...xk 1CCA \� �/�#� ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���. A(Bx) = (AB)xSolution \P� 7�'�_Æ {9�	����½+ËÜ¼�� ����?/���Bx = x11(B) + � � �+ xkk(B)



42 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=s�Ù¼�� A(Bx) = A(x11(B)) + � � �+A(xkk(B))= x1A1(B) + � � �+ xkAk(B)= � A1(B) � � � Ak(B) �x= (AB)xs� $í
wn���Ç��. �k � l '��§>= C _Æ y�� \P� 7�'�\� ��l� 5 _Æ ���õ�\�� &h�6 x����(AB)C = � (AB)1(C) � � � (AB)l(C) �= � A(B1(C)) � � � A(Bl(C)) �= A� B1(C) � � � Bl(C) �= A(BC)s� $í
wn��<Ê�̀� ·ú� �º e����. ��r� ú́�K�"f '��§>=Y�L\� �/�#� ���½+ËZO�gË:s� $í
wn���Ç��.t��FKÆ�t� ¶ú�(R�:r '��§>=Y�L\� �/��Ç $í
|9�[þt�̀� &ñ
o����� ��6£§õ� °ú ��.�ßjÝ~
�̄¹�+ Å℄Æ��
���íß�s� ��0px��Ç '��§>= A;B;C \� �/�#� ��6£§ �'a>�d��s� $í
wn���Ç��.� (AB)C = A(BC)� A(B) = (AB)� A(B + C) = AB +AC; (B + C)A = BA+ CA� ImA = A; AIn = A éß� A ��H m� n '��§>=s���.Note 0A_Æ ���õ�\� _Æ���� &ñ
~½Ó'��§>=_Æ ��[þv℄jY�L�Ér ú̧� &ñ
_Æ�)a��. ����"f &ñ
~½Ó'��§>= A \�� n��� Y�L��Ç �̄	�̀� An = A � A � � �A�� �����·p��.�¹M� 7 A =  a b d ! \� �/�#� ��6£§\� ²ú��#���.(a) A2 � (a+ d)A+ (ad� b)I = O e���̀� ��#���.(b) a+ d = �1; ad� b = 1 {9� M:, A3 = I e���̀� ��#���.



℄j 4 ℄X� '��§>= 43Solution VOD y©�ýa ����̧



44 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=V� 5 â�
 �℄��ßjÝ~
ø� ¤n>ÌfC'�×ÇaÆ�Ï�N�0 s� ����� z�́�º a \� �/�#� ��6£§ $í
|9��̀� ëß�7á¤���H Y�L!lr\� �/��Ç %i�"é¶ b �� �>rF���Ç��.ab = ba = 1'��§>=_Æ Y�L!lr\� �/��Ç �½Ó1px"é¶�Ér In s���. ��r� ú́�K�"f, n� n '��§>= A \� �/�#�AIn = InA = As� $í
wn���Ç��. ÕªXO������ '��§>= A \� �/�#� Y�L!lr\� �/��Ç %i�"é¶s� �>rF����H��? 7£¤,AB = BA = In (1.10)s�$í
wn����H B���>rF����H��?ëß����s����$í
|9��̀�°ú���H'��§>=B���>rF����� A��H���℄�(invertible)s����� ��� B \�� A _Æ �℄��ßjÝ~
(inverse matrix)s����� ��Ç��. d�� (1.10) s� $í
wn���9��� A;B _Æß¼l���H �̧¿º n�n s�#Q�� ��Ç��. t��FKÂÒ'� s� ℄X�\�"f ��ÀÒ��H �̧��H '��§>=�Ér &ñ
~½Ó'��§>=e���̀� ��&ñ
��Ç��.�¹M� 1 ��6£§ ¿º '��§>= A;B ��H "f�� %i�'��§>=e���̀� ��#���.A = 0B� 1 0 �21 1 02 1 �4 1CA ; B = 0B� 2 1 �1�2 0 112 12 � 12 1CASolution AB = BA = I3 e���̀� ��s���� �)a��.AB = 0B� 1 0 �21 1 02 1 �4 1CA0B� 2 1 �1�2 0 112 12 � 12 1CA= 0B� 1(2) + 0(�2) + (�2)( 12 ) 1(1) + 0(0) + (�2)( 12 ) 1(�1) + 0(1) + (�2)(� 12 )1(2) + 1(�2) + 0( 12 ) 1(1) + 1(0) + 0( 12 ) 1(�1) + 1(1) + 0(� 12 )2(2) + 1(�2) + (�4)( 12 ) 2(1) + 1(0) + (�4)( 12 ) 2(�1) + 1(1) + (�4)(� 12 ) 1CA= 0B� 1 0 00 1 00 0 1 1CABA = 0B� 2 1 �1�2 0 112 12 � 12 1CA0B� 1 0 �21 1 02 1 �4 1CA= 0B� 2(1) + 1(1) + (�1)(2) 2(0) + 1(1) + (�1)(1) 2(�2) + 1(0) + (�1)(�4)�2(1) + 0(1) + 1(2) �2(0) + 0(1) + 1(1) �2(�2) + 0(0) + 1(�4)12 (1) + 12 (1) + (� 12 )(2) 12 (0) + 12 (1) + (� 12 )(1) 12 (�2) + 12 (0) + (� 12 )(�4) 1CA= 0B� 1 0 00 1 00 0 1 1CA



℄j 5 ℄X� %i�'��§>=õ� ���+þA~½Ó&ñ
d��>� 45�℄��ßjÝ~
n�n '��§>= A \� �/�#� ��6£§ $í
|9��̀� ëß�7á¤���H n� n '��§>= B �� �>rF����� '��§>= A \�� ��%i�s����� ��Ç��. AB = BA = Ins�M:, B \�� A _Æ %i�'��§>=s����� ��� A�1 �� �����·p��.Note 1. B;C �� A _Æ %i�'��§>=s����� ���. 7£¤,AB = BA = In; AC = CA = Ins����� ���� C = CIn = C(AB) = (CA)B = InB = Bs���. ��r� ú́�K�"f A �� ��%i�'��§>=s���� A _Æ %i�'��§>=�Ér Ä»{9����.Note 2. z�́�º_Æ �â
Äºü< ��ðøÍ��t��� %ò
'��§>=\� �/��Ç %i�'��§>=�Ér �>rF��t� ·ú§��H��. Õª�Q�� z�́�º_Æ �â
Äºü<��H ��ØÔ>� %ò
'��§>=s� ����� �̧��H '��§>=\� �/�#� %i�'��§>=s� �>rF����H �̄	�Ér ��m���.\V\�� [þt#Q A =  1 10 0 ! s���� e��_Æ_Æ B =  x yz w ! \� �/�#�AB =  x+ z y + w0 0 !s���. Õª�QÙ¼�� A ��H %ò
'��§>=s� ��m�t�ëß� ��%i�s� ��m���.2� 2 �ßjÝ~
�+ �℄��ßjÝ~
2� 2 '��§>= A =  a b d ! _Æ %i�'��§>=�Ér ���wn�~½Ó&ñ
d���̀� Û��#Q"f ½̈½+É �º e����. Õª õ�&ñ
�Ér ��1px�<Æ�§ �§F�\�� ������l� ��êøÍ��.2� 2 �ßjÝ~
�+ �℄��ßjÝ~
'��§>= A =  a b d ! \� �/�#�� ad� b 6= 0 s���� %i�'��§>=s� �>rF���� ��6£§õ� °ú ��.A�1 = 1ad� b  d �b� a !� ad� b = 0 s���� A ��H ��%i�s� ��m���.



46 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=�¹M� 2 '��§>= A =  os � � sin �sin � os � ! \� �/�#�(a) A _Æ %i�'��§>=�̀� ½̈�#���.(b) An =  osn� � sinn�sinn� osn� ! e���̀� ��#���.Solution VOD y©�ýa ¢̧��H y©�_Æ �����#�l�"f ad�b��HA_Æ��%i�$í
�̀����&ñ
f±	��H(determine)�ºs���.s��º\��A_Æ�ßjÝ~
�Ï�(determinant)s����� ��� det(A) �� �����·p��. det(A) = ad� b{9�ìøÍ&h���� n� n '��§>=s� ��%i�{9� �̧|	��̧ %i�r� '��§>=d���̀� s�6 x�#� ¹1Ô�̀� �º e����. n� n '��§>=_Æ '��§>=d��_Æ &ñ
_Æü< ��%i�{9� M: %i�'��§>=�̀� ½̈���H �̄	�Ér #�l�"f��H ��ÀÒt� ·ú§Ü¼ 9 �'ad��s� e����H�<ÆÒqt[þt�Ér ���+þA�/�º�<Æ �§F�\�� ������l� ��êøÍ��.�℄��ßjÝ~
�+ Å℄Æ��
%i�'��§>=�̀� &ñ
_Æ���H d�� (1.10) \�"f A ü< B _Æ %i�½+És� >á¤°ú ��. ����"f A ��H B _Æ %i�'��§>=s���. Õª�QÙ¼�� A = B�1 = (A�1)�1s���. A �� ��%i�{9� M: B = A�1 s����� ���. Õª�Q���AB = BA = Ins��� Itn = In s�Ù¼�� BtAt = (AB)t = Itn = InAtBt = (BA)t = Itn = Ins���. ����"f At ��H ��%i�s��� %i�'��§>=�Ér Ä»{9��Ù¼��(At)�1 = Bt = (A�1)ts���.A;B �� �̧¿º ��%i�'��§>=s����� ���. Õª�Q��� '��§>=Y�L\� �/��Ç ���½+ËZO�gË:�̀� ��6 x����(AB)(B�1A�1) = A(BB�1)A�1= AInA�1 = AA�1 = In(B�1A�1)(AB) = B�1(AA�1)B= B�1InB = B�1B = Ins�Ù¼�� AB ��H ��%i�s���. %i�'��§>=�Ér Ä»{9��Ù¼��(AB)�1 = B�1A�1



℄j 5 ℄X� %i�'��§>=õ� ���+þA~½Ó&ñ
d��>� 47s���.�℄��ßjÝ~
�+ Å℄Æ��
� A �� ��%i�'��§>=s���� A�1 ü< At �̧ ��%i�s��� Õª %i�'��§>=�Ér ��6£§õ� °ú ��.(A�1)�1 = A; (At)�1 = (A�1)t� A;B �� �̧¿º ��%i�'��§>=s���� AB �̧ ��%i�s��� ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.(AB)�1 = B�1A�1Note A1; : : : Ak �� ��%i�{9� M:, ¿º ���P: $í
|9��̀� ìøÍ4�¤�#� ��6 x����(A1 � � �Ak)�1 = A�1k � � �A�11s� $í
wn��<Ê�̀� ·ú� �º e����. :£¤y� A1 = A2 = � � � = Ak = A s����(An)�1 = (A�1)ns� $í
wn���Ç��.�¹M� 3 A =  2 5�1 �2 ! \� �/�#� ��6£§ '��§>=�̀� ½̈�#���.(a) A101 (b) (A�1)101Solution VOD y©�ýa ¢̧��H �º\O� ����̧�¹M� 4 A =  1 �21 4 ! ; P =  �2 11 �1 ! \� �/�#�(a) A;P ��H ��%i�e���̀� ��#���.(b) B = P�1AP \�� ½̈�#���.() A19; B19 \�� ½̈�#���.(Hint. B19 \�� ���$� ½̈½+É �̄	)Solution VOD y©�ýa ¢̧��H �º\O� ����̧¤n>ÌfC'�×ÇaÆ�Ï�N�



48 ℄j 1 �©�  7�'�ü< '��§>=��6£§õ� °ú �Ér ~½Ó&ñ
d���̀� n >h_Æ ����º x1; x2; : : : ; xn _Æ ¤n>ÌfC'�×ÇaÆ�Ï�(linear equation)s����� ��Ç��.7 1x1 + 2x2 + � � �+ nxn = d (1.11)d�� (1.11) \� x1 = s1; : : : ; xn = sn�̀��/{9�Ùþ¡�̀�M:1pxd��s�$í
wn����� 7�'� 0BB� s1...sn 1CCA �̀�d�� (1.11)_ÆB�(solution)������Ç��. n = 2s���� K�|9�½+Ë�Ér î̈
���\�"f f�����, n = 3 s���� /BNçß�\�"f î̈
���_Æ |9�½+Ës� �)a��.8°ú �Ér ����º[þt_Æ ���+þA~½Ó&ñ
d��s� Ä»��Ç>h �̧#� e����H �̄	�̀� ¤n>ÌfC'�×ÇaÆ�Ï�N�(system of linearequations),9 ¢̧��H çß�éß�y� ¤n>ÌfCN�(linear system)���� ��Ç��. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� n >h_Æ ����º\�� °ú���H ���+þA~½Ó&ñ
d��>���H ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.a11x1 + � � �+ annxn = b1... ...am1x1 + � � �+ amnxn = bm (1.12)#�l�"f >��º[þt�� s�ÀÒ#Q��� '��§>= A = 0BB� a11 � � � a1n... ...am1 � � � amn 1CCA�̀� ÅÒ#Q��� ���+þA>�_Æ N�ÊÁ�ßjÝ~
(oeÆient matrix)s����� ��Ç��. �©��º 7�'�\�� b = 0BB� b1...bm 1CCA���� ���� ���+þA>� (1.12) ��H ��6£§õ� °ú s� ����èq �º e����.Ax = bs�XO�>� ���+þA~½Ó&ñ
d��>�\�� '��§>=�̀� s�6 x�#� �����·p �̄	�̀� �ßjÝ~
'�×ÇaÆ�Ï�(matrix equation)s����� ��Ç��.�¹M� 5 ��6£§ ���+þA~½Ó&ñ
d��>�\�� '��§>=~½Ó&ñ
d��Ü¼�� ����?/#Q��.(a) ( �x+ y = 1x+ y = 3 (b) 8><>: x+ y � z = 3�x+ y + 2z = 1y + z = 27��1px�<Æ�§ �§F�\�"f��H {9�	�~½Ó&ñ
d��s�����H 6 x#Q�� ��6 x÷&%3���.8n � 4 s���� d�� (1.11) _Æ K�|9�½+Ë�̀� �ïË̂Æ¢�>(hyperplane)s����� ÂÒǑÉr��.9��1px�<Æ�§ �§F�\�"f��H {9�	����wn�~½Ó&ñ
d��s�����H 6 x#Q�� ��6 x÷&%3���.



℄j 5 ℄X� %i�'��§>=õ� ���+þA~½Ó&ñ
d��>� 49Solution VOD y©�ýa ¢̧��H �º\O� ����̧���+þA~½Ó&ñ
d��>�_Æ �̧��H ���+þA~½Ó&ñ
d���̀� 1lxr�\� ëß�7á¤���H  7�'�\�� ���+þA~½Ó&ñ
d��>�_Æ K����� ��Ç��. ���+þA~½Ó&ñ
d��>�_Æ K�\�� ½̈���H �̄	�̀� ¤n>ÌfC'�×ÇaÆ�Ï�N���· -P����� ��Ç��.¤n>ÌfCN�ÿ? �℄��ßjÝ~
n� n '��§>= A \� �/�#� '��§>=~½Ó&ñ
d�� Ax = b��H n >h_Æ ����º\�� ����� n >h_Æ ���+þA~½Ó&ñ
d���̀� °ú���H���+þA>�\�� _Æp���Ç��. A �� ��%i�s���� ���+þA>�Ax = b_Æ �ª����\� A�1 �̀� Y�L�#�A�1(Ax) = A�1b ) (A�1A)x = Inx = x = A�1bü< °ú s� Ä»{9���Ç K�\�� ½̈½+É �º e����.¤n>ÌfCN�ÿ? �℄��ßjÝ~
n� n '��§>= A \� �/�#� A �� ��%i�s���� ���+þA>� Ax = b ��H Ä»{9���Ç K� x = A�1b �̀� °ú���H��.�¹M� 6 ��6£§ ���+þA>�\�� %i�'��§>=�̀� s�6 x�#� Û��#Q��.(a) ( x os � � y sin � = 2x sin � + y os � = 2(b) 8><>: x� 2z = 2x+ y = 22x+ y � 4z = 3 (Hint. ��l� 1 �����)Solution VOD y©�ýa ¢̧��H �º\O� ����̧



V� 2 *�×Áþ�ÊÁÿ? ;³�ø5�
V� 1 â�
 ÊÁá~
�º\�� í�H"f�/�� C�\P���Ç �̄	�̀� ÊÁá~
(sequene)s��� ÂÒǑÉr��. 7£¤, �º\P�s�êøÍ ������º_Æ |9�½+Ë1N = f1; 2; 3; : : :g\�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�ºs���. \V\�� [þt#Q, �º\P��1; 12 ; 13 ; 14 ; : : : �\�"f �í�½Ó�Ér 1, ÑütP: �½Ó�Ér 1=2 s���, n ���P: �½Ó�Éran = 1n; n � 1s���. s�M: an �̀� ��
ð5�/�×s����� ��Ç��. �º\P� (a1; a2; : : : ; an; : : :) �Ér ��6£§õ� °ú s� çß�éß�y� ����?/l��̧ ��Ç��. (an)1n=1; (an)�¹M� 1 ��6£§�Ér �º\P��̀� ����?/��H #��Q ~½ÓZO��̀� �����·p��.(a) (1;p2;p3; : : : ;pn; : : :); an = pn (n � 1); (pn)1n=1; (pn)(b) �0; 12 ; 23 ; 34 ; : : : ; n� 1n ; : : :�; an = n� 1n (n � 1); �n� 1n �1n=1; �n� 1n �1=�G ������º_Æ |9�½+Ë{9� �9�¹̄��H \O���. +'\� ���̧��H "4�/åL�º�� _�{9��Q/åL�º_Æ �â
Äº��H 6£§s� ����� &ñ
�º_Æ |9�½+ËN0 = f0; 1; 2; 3; : : :g�̀� ÅÒ�� ��6 x��Ç��. 50



℄j 1 ℄X� �º\P� 51() �12 ; 14 ; 18 ; : : : ; 12n ; : : :�; an = 12n (n � 1); � 12n�1n=1; � 12n�(d) (1;�1; 1;�1; : : : ; (�1)n�1; : : :); an = (�1)n�1 (n � 1); ((�1)n�1)1n=1; ((�1)n�1)�º\P��Ér ��6£§õ� °ú s� ÕªA�áÔ\�� s�6 x�#� ����èq �º�̧ e����.
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10s� ÕªA�áÔ\�"f an = 1=n �Ér n s� &�|9��º2�¤ 0 \� ��Æ�0>f���̀� ·ú� �º e����. s�M: s� ÊÁá~
�+;³�ø5�G±ê(limit of sequene)�Ér 0 s����� ���limn!1 an = limn!1 1n = 0s����� ³ð�&³��Ç��. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� n s� &�f��\� ���� an _Æ °ú̄s� L \� ��Æ�0>|9� M:2 �º\P� an �Ér �FG��Ç°ú̄ L �̀� °ú���H���� ��� limn!1 an = Ls����� ��H��.ÊÁá~
�+ ;³�ø5�G±ên s� &�f��\� ���� an _Æ °ú̄s� L \� ��Æ�0>t���� �º\P� (an) �Ér �FG��Ç°ú̄ L �̀� °ú���H���� ���limn!1 an = Ls�������H��.ëß�����FG��Ç°ú̄ limn!1 an s��>rF������º\P� (an)�ÉrÊÁ�℄�ø5���(onverge)�� ��Ç��.�º§4��t� ·ú§��H �º\P��Ér L±Óñ5Ñø5���(diverge)�� ��Ç��.�º§4��t� ·ú§��H �º\P� (an) \� �/�#� n s� &�f��\� ���� an s� &�|9� M:3, �º\P� (an) �Ér )�×�+ÈÁø5�7��× L±Óñ5Ñø5���(diverges to 1)�� ú́����limn!1 an =12n s� ��ÅÒ ß¼��� an õ� L _Æ 	�s� jan �Lj �� ��ÅÒ �������H �̄	�̀� _Æp���Ç��. %3�x9��>� æ¼�����, e��_Æ_Æ �ª��º " > 0\� �/�#� Ä»��Ç>h_Æ an �̀� ℄jü������H �̧¿º jan � Lj < " �̀� ëß�7á¤��Ç����H >pws���.3%3�x9��>� ú́������� e��_Æ_Æ �ª��º M \� �/�#� n � N s���� an �M s� ÷&��H ������º N s� �>rF����� �º\P� (an)�Ér Áº��Ç�/�� µ1Ïíß���Ç���� ��Ç��.



52 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç�� �����·p��. ��ðøÍ��t��� �º§4��t� ·ú§��H �º\P� (an) \� �/�#� n s� &�f��\� ���� an s� �����|9�M:, �º\P� (an) �Ér £�̧�+ ÈÁø5�7��× L±Óñ5Ñø5���(diverges to �1)�� ú́����limn!1 an = �1�� �����·p��.�¹M� 2 1pxq��º\P� (rn) s� �º§4����H r _Æ #3�0A\�� ½̈�#���.Solution jrj < 1 s���� limn!1 jrjn = 0 s���. ìøÍ���, jrj > 1 s���� limn!1 jrjn = 1 s���.r = 1 ��� �â
Äº, limn!1 1n = limn!1 1 = 1s�Ù¼�� �º§4���Ç��. Õª�Q�� r = �1 {9� M:, �º\P��Ér�1; 1;�1; 1;�1; : : :s� ÷&�� s� �º\P��Ér µ1Ïíß���Ç��. ����"f 1pxq��º\P� (rn) s� �º§4����H r _Æ #3�0A��H �1 < r � 1 s���. ��� j�ÊÁá~
�+ ;³�ø5�1pxq��º\P� (rn) �Ér �1 < r � 1 s���� �º§4���� ��ǑÉr �â
Äº��H µ1Ïíß���Ç��.limn!1 rn = ( 0; �1 < r < 11; r = 1ÊÁ�℄���M� ÊÁá~
�+ e�Ôeµ Å℄Æ��
�º\P�_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�l� 0AK�"f��H ��6£§õ� °ú �Ér ��z�́[þt�̀� ��6 x½+É �º e����.� an � bn � n s��� limn!1 an = limn!1 n = L s���� limn!1 bn = L s���.� limn!1 janj = 0 s���� limn!1 an = 0 s���.�¹M� 3 0A_Æ $í
|9�[þt��ÂÒ'� ��6£§�̀� ·ú� �º e����.(a) 0 < nn2 + 1 � 1n s���, limn!1 0 = 0; limn!1 1=n = 0 s�Ù¼�� ��6£§ �'a>�d��s� $í
wn���Ç��.limn!1 nn2 + 1 = 0(b) limn!1 ���(�1)nn ��� = limn!1 1n = 0 s�Ù¼�� limn!1 (�1)nn = 0s���. �



℄j 1 ℄X� �º\P� 53¢̧��Ç �º\P�_Æ �FG��Ç\� �/�#� ��6£§ $í
|9�[þt�̧ $í
wn���Ç��.ÊÁ�℄���M� ÊÁá~
�+ e�Ôeµ Å℄Æ��
�º§4����H ¿º �º\P� (an), (bn) \� �/�#�limn!1 an = �; limn!1 bn = ����� ���. �©��º  \� �/�#� ��6£§ �'a>�d��s� $í
wn���Ç��.1. limn!1(an � bn) = �� �2. limn!1(anbn) = � � �; limn!1(an) =  � �3. � 6= 0 s���� limn!1 anbn = ����¥o>(�×ÊÁ������©��º e ��H e = limn!1�1 + 1n�n�� &ñ
_Æ��Ç��.4�¹M� 4 ��6£§ �º\P�_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) limn!1�1� 1n�n (b) limn!1�1� 1n2�nSolution VOD y©�ýa ¢̧��H �º\O� ����̧í5��¿ ÊÁá~
�̧��H n � 1 \� �/�#� an+1 � ans���� �º\P� (an) �Ér ¤� ��ÊÁá~
(inreasing sequene)s����� ��Ç��. �̧��H n � 1 \� �/�#�an+1 � an4s� �©��º\� e ����H l� ñ\�� ·¡�2³ ��|���Ér L. Eulers���. Õª�Q�� s� �º\�� �̧{9��Q_Æ �©��º���� ÂÒØÔt���H ·ú§��H��. s��º��H �º�<Æ&h�Ü¼�� ��ÅÒ ×�æ¹̄��Ç �ºe��\��̧ Ô��½̈��� :£¤Z>���Ç s�2£§�̀� °ú��� e��t� ·ú§��. #�l�"f æ¼��H ������©��º����H 6 x#Q��H Äºo�����\�"fëß� æ¼s���H ³ð�&³s���.



54 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Çs���� �º\P� (an) �Ér ḈÔ�¿ÊÁá~
(dereasing sequene)s����� ��Ç��.5 7£x���º\P� ¢̧��H y���è�º\P��̀� í5��¿ÊÁá~
(monotone sequene)s����� ÂÒǑÉr��.�¹M� 5 {9�ìøÍ�½Ós� ��6£§õ� °ú s� ÅÒ#Q��� �º\P��Ér éß��̧7£x���<Ê�̀� ��#���.an = nn+ 1 ; n � 1Solution �̧��H n \� �/�#� an+1 � an e���̀� ��s���� �)a��.6an+1 � an = n+ 1n+ 2 � nn+ 1= (n+ 1)2 � n(n+ 2)(n+ 1)(n+ 2)= 1(n+ 1)(n+ 2) � 0 �ËÂN�ê�> ÊÁá~
�º\P� (an) s� ÅÒ#Q&���̀� M:, �̧��H n \� �/�#�an �M���z�́�º M s� �>rF����� �º\P� (an) �Ér �D�× ËÂN�(bounded above)���� ��Ç��.��ðøÍ��t���, �̧��H n \� �/�#� an � m��� z�́�º m s� �>rF����� �º\P� (an) �Ér ��8��× ËÂN�(bounded below)���� ��Ç��. 0A�� Ä»>�s����"f ��A����̧ Ä»>���� �º\P��̀� ËÂN�ê�> ÊÁá~
(bounded sequene)s����� ��Ç��.�¹M� 6 ��6£§\�"f %�6£§ ¿º �º\P��Ér Ä»>���� �º\P�s���. ��t�}�� �º\P��Ér ��A�����H Ä»>�s�t�ëß�0A����H Ä»>��� ����� �º\P�s���.(a) 1;�1; 1;�1; 1;�1; � � �(b) 1; 1 + 12 ; 1 + 12 + 14 ; 1 + 12 + 14 + 18 ; � � �() 1; 1 + 2; 1 + 2 + 3; 1 + 2 + 3 + 4; � � ��º§4����H �̧��H �º\P��Ér Ä»>�s���. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� Õª %i��Ér ���s� ��m���. Õª�Q�� éß��̧�º\P���� �â
Äº Ä»>�s���� Õª �º\P��Ér �½Ó�©� �º§4���Ç����H �̄	s� ·ú��94R e����.75s� &ñ
_Æ\� _Æ���� �©��º�º\P� an =  �Ér 7£x���º\P�s����"f y���è�º\P�s�l��̧ ���. �̧��H n \� �/�#� an < an+1 s�$í
wn����H �º\P��Ér 'K�¤� ��ÊÁá~
(stritly inreasing sequene)s����� ÂÒǑÉr��.6�̧�<Ê�º\�� C�Äº��� �̧�<Ê�º_Æ $í
|9��̀� s�6 x�#� ��{9� �º�̧ e����.7s� $í
|9��̀� ��
ÊÁ�+ µì�j�Å℄Æ(ompleteness of real numbers)s����� ��Ç��. s� $í
|9��Ér z�́�º�� °ú���H :£¤fç
 ×�æ_Æ������X< Ä»o��º_Æ |9�½+Ë�Ér s��Q��Ç $í
|9��̀� °ú�t� ·ú§��H��.



℄j 1 ℄X� �º\P� 55ËÂN�ê�> í5��¿ÊÁá~
Ä»>���� éß��̧�º\P��Ér �½Ó�©� �º§4���Ç��.��
N�¤n>ÌfC�\��ª�Ï��í�½Ós� a s��� /BN	��� d ��� 1px	��º\P� (xn) �Ér �̧��H n \� �/�#� ��6£§õ� °ú �Ér �'a>�d���̀� ëß�7á¤��Ç��. xn+1 = xn + d¢̧��Ç �í�½Ós� a s��� /BNq��� r ��� 1pxq��º\P� (xn) �Ér �̧��H n \� �/�#� ��6£§õ� °ú �Ér �'a>�d���̀�ëß�7á¤��Ç��. xn+1 = rxns�ü< °ú s� #Q�"� ½©gË:\� _Æ�#� &ñ
_Æ÷&��H �º\P��Ér ·ú¡, +' �½Ó ��s�_Æ �'a>�d��Ü¼�� ³ð�&³½+É �º e����. ·ú¡_Æ �½Ó�̀� s�6 x�#� +'_Æ �½Ós� &ñ
_Æ÷&��H d���̀� �\��ª�Ï�(reursive equation)s����� ��Ç��.��6£§õ� °ú s� �<Ê�º f �� {9�	�d����� �â
Äº &h��od���̀� ��
N�¤n>ÌfC�\��ª�Ï�(�rst order linear re-ursive equation)s����� ��Ç��.xn+1 = f(xn) = axn + b; n = 0; 1; 2; : : :n = 0; 1; 2 \� �/�#� >�íß�K� �����x1 = ax0 + bx2 = ax1 + b = a(ax0 + b) + b= a2x0 + (a+ 1)bx3 = ax2 + b = a(a2x0 + (a+ 1)b) + b= a3x0 + (a2 + a+ 1)bs��� {9�ìøÍ&h�Ü¼�� ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.xn = anx0 + (an�1 + an�2 + � � �+ a+ 1)ba 6= 1 s���� ¿º ���P: �½Ó�Ér /BNq��� a ��� 1pxq��º\P�_Æ ½+Ës�Ù¼��xn = anx0 + b�an � 1a� 1 �s���. a = 1 s���� xn = x0 + nbs���.



56 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç��
N�¤n>ÌfC�\��ª�Ï�{9�>����+þA&h��od�� xn+1 = f(xn) = axn + b; n = 0; 1; 2; : : :_Æ {9�ìøÍK���H ��6£§õ� °ú ��.xn =8<: anx0 + b�an � 1a� 1 �; a 6= 1x0 + nb; a = 1�¹M� 7 a�=·ú� �̧℄X��̀�0A�#�a�=·ú�����̀�B�{9� 1éß�0Am��[O�2[��Ç�������. �̂?/_Æa�=·ú�����Ér�ÀÒ�� t������ ìøÍÜ¼�� ×��#Q��H��. ����̀� "3�l� r������Çt� n {9� Êê, 7£¤, n ���P: ����̀� "3��� èß� Êê_Æ �̂?/_Æ a�=·ú����_Æ �ª��̀� xn s����� ���. xn s� ëß�7á¤���H &h��od���̀� ½̈��� {9�ìøÍK�\�� ½̈�#���.Solution x0 �Ér a�=·ú�����̀� %�6£§ "3�l� r�����l� ���_Æ �̂?/\� e����H a�=·ú����_Æ ���s����� ���.Õª�Q��� x0 = 0s���. x1 �Ér %�6£§ ����̀� "3��Ér Êê_Æ a�=·ú����_Æ �ª�s�Ù¼��x1 = 1s���. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� n ���P: ±ú�, ����̀� "3��Ér Êê �̂?/\� e����H a�=·ú����_Æ �ª� xn �Ér ��6£§±ú� ����̀� "3�l����\� ìøÍÜ¼�� ×��#Q��H��. 7£¤, ��6£§±ú� ����̀� "3�l� f�����\���H 12xn ëß��pu_Æ a�=·ú����s� �̂?/\� �>rF���Ç��. ����"f (n+ 1) ���P: ±ú�, 1 éß�0A_Æ ����̀� "3��Ér Êê �̂?/_Æ a�=·ú����_Æ �ª��Ér ��6£§ �'a>�d���̀� ëß�7á¤��Ç��. xn+1 = 12xn + 1����"f n {9�P: ����̀� "3��Ér Êê_Æ a�=·ú����_Æ �ª��Ér ��6£§õ� °ú ��.xn = 1� � 12�n1� 12 = 2�1� �12�n� �
�¹M� 8 ��¿l��+ R±Õ(tower of Hanoi)�Ér8 óøÍ��\� [j0>��� [j >h_Æ }���/ü< ��î�rX< ½̈"í
s�Ýü�Ǒ2; �̧¿º ��ǑÉr ß¼l�_Æ "é¶ìøÍÜ¼�� s�ÀÒ#Q4R e����. 1 ��� }���/\� n >h_Æ "é¶ìøÍs� z�0>4R e���̀� M:,3 ��� }���/�� "é¶ìøÍ�̀� �̧¿º �̀�l��9�� ��Ç��. s�M: ��6£§õ� °ú �Ér ½©gË:\� ���� "é¶ìøÍ�̀� ¹¡§f�������.8s� ë�H℄j_Æ l�"é¶�Ér ����̧_Æ ���[O�\�"f Ä»A�� 9 Z�àÔz��_Æ �º�̧��� ��̧s�ü<��H ����'as� \O���. �2³¿º�§_Æ ���[O�\� _Æ���� I��í\� ����Ér �±pt�Û¼ y©� Ä»%i��̀� [j�©�_Æ ×�æd��Ü¼�� &ñ
��� 	�H ��"é¶�̀� [j�°?��. Õªo��� ��s����7H×¼ }���/ 3 >hü< í�H�FKÜ¼�� �)a 64 >h_Æ "é¶ìøÍ�̀� ��º���%i���. "é¶ìøÍ�Ér �̧¿º ß¼l��� ��ØÔ�� ��î�rX<\� ½̈"í
s� Ýü��9 e��%3���HX< }���/\� ß¼l� í�H"f�/�� Áú¢#� e����. ����Ér 5px�9[þt\�>� s� "é¶ìøÍ[þt�̀� ��Ç�©�m�� �̀���"f q�#Q e����H ��ǑÉr ���_Æ }���/�� �̧¿º �̀�l����� "î
§î
Ùþ¡��. éß�, 	�H "é¶ìøÍ�Ér �½Ó�©� ����Ér "é¶ìøÍ 0A\� �̀��9 Z�~�̀� �º \O���. s�XO�>� 64 >h_Æ "é¶ìøÍs� �̧¿º ��ǑÉr }���/�� �̀���t����[j�©�_Æ 7áxú́�s� �̧��, ���_Æ "î
§î
�̀� \P�d��y� �º'����Ç 5px�9��H �©��̀� ~�Î�� >�Ü¼2£§�̀� x�î�r 5px�9[þt�Ér ZO��̀� ~�Î��H��.



℄j 1 ℄X� �º\P� 57� ��Ç���\� ���_Æ "é¶ìøÍëß� ¹¡§f�������.� 	�H "é¶ìøÍ�Ér �½Ó�©� ����Ér "é¶ìøÍ ��A�\� e��#Q�� ��Ç��."é¶ìøÍs� n >h{9� M: ���\O��̀� ��u��9��� �9�¹̄��Ç s�1lxS�Ǒ�º\�� ½̈�#���.Solution "é¶ìøÍs� n >h{9� M: "é¶ìøÍ�̀� s�1lxr�v���H �º\�� xn s��� ���.x1 = 1e���Ér ��"î
���. "é¶ìøÍs� (n+1) >h e������� Äº��� n >h_Æ "é¶ìøÍ�̀� 2 ��� }���/�� �̀����� ��Ç��. Õª�����6£§ ���©� 	�H "é¶ìøÍ�̀� 3 ��� }���/�� �̀�|����. Õªo��� 2 ��� }���/\� e����H n >h_Æ "é¶ìøÍ[þt�̀� ��r� 3��� }���/�� �̀�l���� �)a��.
n+1

1

2

n

n+1

1

2

n n+1Õª�Q��� %�6£§ 1 ��� }���/\�"f 2 ��� }���/�� n >h_Æ "é¶ìøÍ�̀� �̀�l���HX< �9�¹̄��Ç s�1lxS�Ǒ�º��H xn,���©� 	�H "é¶ìøÍ�̀� 3 ���Ü¼�� �̀�l���HX< 1 ���, ��r� 2 ��� }���/\� e����H n >h_Æ "é¶ìøÍ�̀� 3 ��� }���/���̀�l��9��� xn ����̀� ¹¡§f��#��� ��Ç��. ����"f xn+1 õ� xn ��s�\���H ��6£§õ� °ú �Ér �'a>�d��s� $í
wn���Ç��. xn+1 = xn + 1 + xn = 2xn + 1����"f xn = 2n � 1s���.9 �
9���[O�%�!3� 64 >h_Æ "é¶ìøÍs� e������� 264 � 1 = 18446744073709551615����̀� �̀����� ��Ç��. ��Ç ��� �̀�l���HX< 1 �í�� ���Ǒ2;����� �̧¿º �̀�l���HX< ���o���H r�çß��Ér184467440737095516150�ís��� '?��º�� 8̈�íß����� 1844674407370955161503600 � 24 � 365 � 5849%3�Æ̧�s� ���Ǒ2;��.



58 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��ÇV� 2 â�
 ;³¹ÊÁ�º\P� (an) _Æ y�� �½Ó�̀� �̧¿º �8��Ç �̄	�̀�a1 + a2 + a3 + � � ��� ����?/�� ÈÁø5�;³¹ÊÁ(in�nite series), ¢̧��H éß�í�Hy� ;³¹ÊÁ(series)���� ÂÒǑÉr��. /åL�º\�� çß�éß�y� ��6£§õ� °ú s� ����?/l��̧ ��Ç��. 1Xn=1 an; ¢̧��H X anÕªXO������ Áº��Çy� ú́§�Ér �½Ó�̀� �8��Ç����H �̄	�Ér Áº%Á	�̀� _Æp����H��?ÉÙ&P�TÒ¼��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a �º\P� (sn) �̀� Áº��Ç/åL�º Pan _Æ ÉÙ&P�TÒ¼(partial sum)_Æ �º\P�s�������Ç��. s1 = a1s2 = a1 + a2...sn = a1 + a2 + � � �+ an = nXk=1 ak...ÂÒì�r½+Ë_Æ �º\P� (sn) s� �FG��Ç°ú̄ s �� �º§4����� Áº��Ç/åL�º��H �º§4���Ç���� ��� s \�� ÈÁø5�;³¹ÊÁ�+TÒ¼(sum of series)s����� ÂÒǑÉr��. 7£¤,s = limn!1 sn = limn!1 nXk=1 ak = 1Xn=1 an= a1 + a2 + � � �+ an + � � �(sn) s� µ1Ïíß����� Áº��Ç/åL�º�̧ µ1Ïíß���Ç���� ��Ç��.�¹M� 1 ��6£§ Áº��Ç/åL�º��H �º§4��<Ê�̀� ��s��� Õª ½+Ë�̀� ½̈�#���.1Xn=1 1n(n+ 1)Solution ÂÒì�rì�r�º\�� s�6 x���� 1k(k + 1) = 1k � 1k + 1



℄j 2 ℄X� /åL�º 59s�Ù¼�� ÂÒì�r½+Ë�Ér ��6£§õ� °ú ��.sn = nXk=1 1k(k + 1) = nXk=1 �1k � 1k + 1�= �1� 12�+ �12 � 13�+ �13 � 14�+ � � �+ � 1n � 1n+ 1�= 1� 1n+ 1Õª�QÙ¼�� limn!1 sn = limn!1�1� 1n+ 1� = 1� 0 = 1s���. ����"f ÅÒ#Q��� /åL�º��H �º§4���� Õª ½+Ë�Ér1Xn=1 1n(n+ 1) = 1s���. ��¹M� 2 ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a �¿�ª;³¹ÊÁ(harmoni series)��H µ1Ïíß��<Ê�̀� ��#���.1Xn=1 1n = 1 + 12 + 13 + 14 + � � �Solution 2 _Æ ��[þv℄jY�L�½Ó\� �/��Ç ÂÒì�r½+Ë, 7£¤, s2; s4; s8; � � � �̀� ¶ú�(R��l��� ���.s2 = 1 + 12s4 = 1 + 12 + �13 + 14� > 1 + 12 + �14 + 14�= 1 + 22s8 = 1 + 12 + �13 + 14�+ �15 + 16 + 17 + 18�> 1 + 12 + �14 + 14�+ �18 + 18 + 18 + 18�= 1 + 32°ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� s16 > 1 + 42 ; s32 > 1 + 52e���̀� ��{9� �º e����, {9�ìøÍ&h�Ü¼�� ��6£§ ÂÒ1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀� ·ú� �º e����.s2n > 1 + n2Õª�QÙ¼�� n!1 {9� M: s2n !1 s���, ����"f �̧�o/åL�º��H µ1Ïíß���Ç��. �Note �̧�o/åL�º�� µ1Ïíß����H �̄	�Ér ��z�́s�t�ëß� &�t���H 5Åq�̧��H ��ÅÒ Ö¼o���. ÂÒì�r½+Ës� 5 ����&�t�l� 0AK�"f��H 80 >h s��©�_Æ �½Ó�̀� �8�#��� ���, 10 ���� &�t�l� 0AK�"f��H 12300 �½Ó s��©��̀� �8�#��� ��Ç��. z�́℄j�� logn < sn < 1 + logn



60 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Çs�Ù¼�� 1 %3�(108)>h_Æ �½Ó�̀� �8K��̧ ÂÒì�r½+Ë�Ér 20 �̀� �Å�t� 3lw��Ç��. ����"f �̧�o/åL�º�� �º�<Æ&h�Ü¼����H µ1Ïíß��t�ëß� Ä»��Ç��Ç r�çß�õ� /BNçß�\� 0Au���Ç z�́℄j �©�S!�\�"f ��Ò�� M:\���H ÅÒ_Æ�� �9�¹̄���.�� j�;³¹ÊÁÁº��Ç/åL�º ×�æ ���©� ×�æ¹̄��Ç ��l���H �� j�;³¹ÊÁ ¢̧��H e��;³¹ÊÁ(geometri series)s���. �í�½Ós� a(6= 0) s��� /BNq��� r ��� 1pxq�/åL�º��H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a��.a+ ar + ar2 + � � �+ arn�1 + � � � = 1Xn=1 arn�1r = 1 s���� ÂÒì�r½+Ë�Ér n!1 {9� M:,sn = a+ a+ � � �+ a = na! ( 1; a > 0�1; a < 0s�Ù¼�� 1pxq�/åL�º��H µ1Ïíß���Ç��. ��Ç¼#� r 6= 1 s����sn = a+ ar + ar2 + � � �+ arn�1rsn = ar + ar2 + � � �+ arn�1 + arn\�"f sn � rsn = a� arn ) sn = a(1� rn)1� rs���. �1 < r < 1 s���� rn ! 0 s�Ù¼��(n!1)limn!1 sn = limn!1 a(1� rn)1� r= a1� r � a1� r limn!1 rn = a1� rs���. r > 1 s����� r � �1 s���� rn �Ér µ1Ïíß��Ù¼�� 1pxq�/åL�º�̧ µ1Ïíß���Ç��.�� j�;³¹ÊÁ�+ TÒ¼�í�½Ós� a (a 6= 0) s��� /BNq��� r ��� 1pxq�/åL�º1Xn=1 arn�1 = a+ ar + ar2 + � � �+ arn�1 + � � ���H jrj < 1 s���� �º§4���� s�M: ½+Ë�Ér 1Xn=1 arn�1 = a1� rs���. jrj � 1 s���� 1pxq�/åL�º��H µ1Ïíß���Ç��.
�¹M� 3 ��6£§ /åL�º_Æ �º§4�, µ1Ïíß��̀� óøÍ&ñ
�#���. �º§4����H �â
Äº Õª ½+Ë�̀� ½̈�#���.



℄j 2 ℄X� /åL�º 61(a) 1Xn=1 22n51�n (b) 6� 2 + 23 � 29 + 227 � � � �Solution(a) {9�ìøÍ�½Ós� an = 22n51�n = 5�225 �n = 5�45�ns�Ù¼�� �í�½Ó�Ér 4, /BNq���H 45 ��� 1pxq�/åL�ºs���. ����"f ÅÒ#Q��� /åL�º��H �º§4�� 9 Õª½+Ë�Ér 41� 45 = 20s���.(b) �í�½Ó�Ér 6 s��� /BNq���H �13 ��� 1pxq�/åL�ºs�Ù¼�� �º§4���Ç��. Õª ½+Ë�Ér61� (� 13 ) = 643 = 92s���. �'K�».É�¿ÊÁí�H8̈����H Áº��Ç�è�º��H Áº��Ç/åL�º_Æ ½+ËÜ¼�� jþt �º e����. \V\�� [þt#Q0: _3 = 0:333 � � � = 0:3 + 0:03 + 0:003+ � � �= 1Xn=1 0:3(0:1)n�11:1_2_1 = 1:1 + 0:021 + 0:00021+ � � �= 1:1 + 1Xn=1 0:021(0:01)n�1����"f í�H8̈����H Áº��Ç�è�º��H �½Ó�©� ì�r�º�� ³ð�&³½+É �º e����.0: _3 = 0:31� 0:1 = 131:1_2_1 = 1:1 + 0:0211� 0:01 = 363330 + 7330 = 3733p ë�>ß��y����o� �º�� p_Æ ��[þv℄jY�L�̀� ����?/��H ³ðr�ZO��̀� p ë�>ß��s�����Ç��. z�����ZO�õ� ½̈ì�r�l� 0A�#� �º x9Æ\� ���>� (p) \�� &h�#Qï�r��.� 10(p) = p; 100(p) = p2; 1000(p) = p3; : : :� 0:1(p) = 1=p; 0:01(p) = 1=p2; 0:001(p) = 1=p3; : : :�¹M� 4 p ���ZO�Ü¼�� æ¼��� ��6£§ �º[þt�̀� z�����ZO�Ü¼�� ��Ë̈#Q +���.



62 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç(a) 101: _1(2) (b) 0: _1 _2(3)Solution (a) 101: _1(2) = 100(2) + 1(2) + 0:1(2) + 0:01(2) + � � �= 4 + 1 + 12 + 14 + � � �= 5 + 1=21� 1=2 = 6����"f 101: _1(2) = 6 = 110(2) s���.(b) 0: _1_2(3) = 0:121212 : : :(3) = 0:12(3) + 0:0012(3) + 0:000012(3) + � � �= �13 + 29�+ 19�13 + 29�+ 181�13 + 29�+ � � �= 5=91� 1=9 = 58 �ÊÁ�℄���M� ;³¹ÊÁ�+ e�Ôeµ Å℄Æ��
Áº��Ç/åL�º 1Xn=1 an s� s �� �º§4���Ç���� ���. Õª�Q���an = sn � sn�1s�Ù¼�� limn!1 an = limn!1 sn � limn!1 sn�1= s� s = 0s���. ����"f limn!1 an s� �>rF��t� ·ú§���� limn!1 an 6= 0 s���� 1Xn=1an �Ér µ1Ïíß���Ç��.��
ð5�/�× ÷5�ÇaÆß��� Áº��Ç/åL�º 1Xn=1 an s� �º§4����� limn!1 an = 0 s���.� limn!1 an s� �>rF��t� ·ú§���� limn!1 an 6= 0 s���� 1Xn=1an �Ér µ1Ïíß���Ç��.(�/Äº)Note limn!1 an = 0 s���� 1Xn=1 an s� �º§4����Ht� µ1Ïíß����Ht� {9�ìøÍ�½ÓóøÍ&ñ
ZO�Ü¼����H ·ú� �º \O���.��6£§ ��l�%�!3� limn!1 an = 0 ��� �â
Äº 1Xn=1 an ��H �º§4�½+É �º�̧, µ1Ïíß�½+É �º�̧ e����.1Xn=1 12n ; 1Xn=1 1n



℄j 2 ℄X� /åL�º 63�¹M� 5 ��6£§ /åL�º[þts� �º§4����Ht� µ1Ïíß����Ht� óøÍéß��#���.(a) 1Xn=1(1� e�n) (b) 1Xn=1n sin 1nSolution (a) an = 1� e�n ! 1 6= 0 s�Ù¼�� /åL�º��H µ1Ïíß���Ç��.(b) n sin 1n = sin 1=n1=n ! 1 6= 0 s�Ù¼�� /åL�º��H µ1Ïíß���Ç��. �Áº��Ç/åL�º_Æ ½+Ë�Ér �º\P�_Æ ÂÒì�r½+Ë_Æ �FG��ÇÜ¼�� &ñ
_Æ÷&Ù¼�� �º\P�\� �/�#� $í
wn���Ç ú́§�Ér $í
|9�[þts� Áº��Ç/åL�º\� �/�#��̧ $í
wn���Ç��.ÊÁ�℄���M� ;³¹ÊÁ�+ e�Ôeµ Å℄Æ��
/åL�º P an õ� P bn s� �º§4����� �©��º  \� �/�#� ��6£§ 1pxd��s� $í
wn���Ç��.� 1Xn=1 an =  1Xn=1an� 1Xn=1(an � bn) = 1Xn=1 an � 1Xn=1 bn�¹M� 6 jrj < 1 {9� M: ��6£§ /åL�º_Æ ½+Ë�̀� ½̈�#���.S = 1 + 2r + r2 + 2r3 + r4 + 2r5 + � � �Solution an = rn s����� ���.bn = ( 0; n s� ����ºrn; n s� f.Ë�ºÜ¼�� &ñ
_Æ���� ÅÒ#Q��� /åL�º��H S = 1Xn=0(an + bn)s���. P an õ� P bn �Ér y��y�� /BNq��� r; r2 ��� 1pxq�/åL�ºs�Ù¼��1Xn=0 an = 11� r ; 1Xn=0 bn = r1� r2s���. ����"f S = 1Xn=0(an + bn) = 1Xn=0 an + 1Xn=0 bn= 11� r + r1� r2 = 1 + 2r1� r2



64 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Çs���. �



℄j 3 ℄X� �<Ê�º_Æ �FG��Ç 65V� 3 â�
 Áþ�ÊÁ�+ ;³�ø5��<Ê�º y = f(x) = x2 _Æ °ú̄�Ér x �� #Q�"� ~½ÓZO�Ü¼�� 2 \� ��Æ�0>t��8���̧ �½Ó�©� 4 \� ��Æ�0>�����.s�M: f(x) �� ��Æ�0>t���H °ú̄ 4 \�� x �� 2 �� °ú� M: f _Æ ;³�ø5�G±ê(limit)s����� ��� ��6£§õ� °ú s� �����·p��. limx!2x2 = 4�<Ê�º_Æ �FG��Ç�Ér ��6£§õ� °ú s� �º\P�_Æ �FG��Ç�̀� s�6 x�#� &ñ
_Æ½+É �º e����. a �� �º§4����H e��_Æ_Æ�º\P� (xn) (xn 6= a) \� �/�#�(x �� #Q�"� ~½ÓZO�Ü¼�� a \� ��Æ�0>t��8���̧)yn = f(xn)! Ls����(f(x)���½Ó�©� L\���Æ�0>t����) x�� a��°ú�M: f(x)��H L��ÊÁ�℄�ø5���(onverge)����Ç��.Áþ�ÊÁ�+ ;³�ø5�G±êa �� �º§4����H e��_Æ_Æ �º\P� (xn) \� �/�#�(xn 6= a)yn = f(xn)! Ls���� x �� a �� °ú� M: f(x) ��H L �� �º§4���Ç���� ��Ç��. s�\�� çß�éß�y�limx!a f(x) = L ¢̧��H x! a {9� M: f(x)! L�� �����·p��. s�M:, L �̀� x = a \�"f f(x) _Æ �FG��Ç°ú̄s����� ��Ç��.Note �<Ê�º�� x = a \�"f &ñ
_Æ÷&t� ·ú§���̧ x = a \�"f �<Ê�º_Æ �FG��Ç°ú̄�Ér &ñ
_Æ|̈ �º�̧ e����.�¹M� 1 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���. limx!2 x2 � 4x� 2Solution f(x) = x2 � 4x� 2 ��H x 6= 2 \�"f &ñ
_Æ÷& 9 x 6= 2 s����f(x) = x+ 2s���. ����"f limx!2 x2 � 4x� 2 = limx!2(x+ 2) = 4s���. �Note �FG��Ç°ú̄_Æ &ñ
_Æ��ÂÒ'� �FG��Ç°ú̄�Ér x = a \�"f_Æ f(x) _Æ °ú̄ f(a) ü<��H �©��'a \O���. \V\��[þt#Q �<Ê�º f(x) �� ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a �â
Äº\��̧ x = 2 \�"f fi(x) (i = 1; 2) _Æ �FG��Ç°ú̄�Ér �̧¿º 4 s���.



66 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç(a) f1(x) = 8<: x2 � 4x� 2 ; x 6= 24; x = 2 (b) f2(x) = 8<: x2 � 4x� 2 ; x 6= 22; x = 2y = f(x) y = f1(x) y = f2(x)
2 4

2

4

2 4

2

4

2 4

2

4

�¹M� 2 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� �̧���#���. limx!0 sin �xSolution �<Ê�º f(x) = sin �x ��H x = 0 \�"f &ñ
_Æ÷&t� ·ú§��H��. 0 ��H~½Ó\�"f f(x) �� #Qb�G>�������Ht� ¶ú�(R����. xn = 1n; n = 1; 2; : : : {9� M: f(x) _Æ °ú̄�̀� ½̈���� ��6£§õ� °ú ��.f(x1) = sin� = 0; f(x2) = sin 2� = 0f(x3) = sin 3� = 0; f(x4) = sin 4� = 0¢̧��Ç xn = � 1n; n = 1; 2; : : : {9� M: f(x) _Æ °ú̄�̀� ½̈���� ��6£§õ� °ú ��.f(x1) = sin(��) = 0; f(x2) = sin�� 2�� = 0f(x3) = sin�� 3�� = 0; f(x4) = sin�� 4�� = 0Õª�Q�� s�\�� ��H���� limx!0 sin �x = 0s����� ú́�½+É �º��H \O���. x = 0 \�"f �FG��Ç°ú̄s� �>rF���9��� 0 Ü¼�� �º§4����H �̧��H �º\P� (xn) \��/�#� (f(xn)) s� °ú �Ér °ú̄Ü¼�� �º§4�K��� ��Ç��. �t�ëß� ëß���� xn = 24n+ 1 s���� ��r� ú́�K�"f�xn = 2n� + �2s���� f(xn) _Æ °ú̄s� �̧¿º 1 s� �)a��. ¢̧��Ç xn = 24n� 1 s���� f(xn) _Æ °ú̄�Ér �̧¿º �1 s� �)a��.z�́℄j�� ÕªA�áÔ\�� Õª�9 ����� y = f(x) ��H 0 ��H~½Ó\�"f �1 õ� 1 ��s�\�� Áº�ºy� ���1lx���H �̄	�̀��̂� �º e����.



℄j 3 ℄X� �<Ê�º_Æ �FG��Ç 67
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x �� 0 \� ��Æ�0>|9� M: f(x) _Æ °ú̄s� ���_Æ °ú̄Ü¼�� ��Æ�0>t�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� f(x) = sin �x _Æ�FG��Ç°ú̄ limx!0 sin �x�Ér �>rF��t� ·ú§��H��. �;³�ø5�ß��ÓÏ���l� 3\�"f����¤1pws�>�íß�l�\��s�6 x��Ç>�íß�s���ÕªA�áÔ��H¼#�o������ØÔ>�Õª���õ�\����#� ÅÒt�ëß� \Vl�u� ·ú§�Ér �̧ÀÓ\�� {9�Ü¼v���H �â
Äº[þts� e����. ����"f �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈����� ��ǑÉr >�íß��̀� ���H �â
Äº\��̧ >�íß�l�_Æ ���õ�\�� s�Ǒ:r&h�Ü¼�� SX�������H �̄	s� �9�¹̄���. s�℄j Äºo��� ·ú��� e����H �<Ê�º[þt_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� s�6 x�#� Dh��î�r �<Ê�º_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈���H ~½ÓZO��̀� ¶ú�(R��l��� ��Ç��. �<Ê�º_Æ �FG��ÇZO�gË:�Ér �º\P�_Æ �FG��ÇZO�gË:\�"f ~1�>� Ä»�̧�)a��.;³�ø5�ß��ÓÏ� �� �©��ºs��� �FG��Ç°ú̄ limx!a f(x); limx!a g(x)�� �>rF����� ��6£§s� $í
wn���Ç��.1. limx!a[f(x)� g(x)℄ = limx!a f(x)� limx!a g(x)2. limx!a[f(x)℄ =  limx!a f(x)3. limx!a[f(x) � g(x)℄ = limx!a f(x) � limx!a g(x)4. limx!a g(x) 6= 0 s���� limx!a f(x)g(x) = limx!a f(x)limx!a g(x)5. limx!a npf(x) s� &ñ
_Æ÷&��� limx!a npf(x) = nq limx!a f(x)s���.



68 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç�©��º a ü<  \� �/�#� limx!a  = ; limx!ax = as���. s� �FG��Ç°ú̄õ� f(x) = g(x) = x �� Z�~�� [j ���P: $í
|9��̀� ìøÍ4�¤�#� s�6 x����limx!axn = ane���̀� ·ú� �º e����. ��r� s� $í
|9�õ� 'Í	 ���P: $í
|9�, ¿º ���P: $í
|9��̀� s�6 x���� ���½Ód�� f(x) \� �/�#� limx!a f(x) = f(a)s� $í
wn���Ç��. ��t�}��Ü¼�� Ä»o��<Ê�º Q(x) = f(x)g(x) \� �/�#� limx!a g(x) 6= 0 s����limx!aQ(x) = limx!a f(x)limx!a g(x) = f(a)g(a) = Q(a)s���.��/�×�Ï�ø� ËÂh�Áþ�ÊÁ�+ ;³�ø5�G±ê���½Ód�� ¢̧��H Ä»o��<Ê�º Q(x) \� �/�#� a �� &ñ
_Æ%i�\� e��Ü¼���limx!aQ(x) = Q(a)s���.Note s�XO�>� a \�"f �<Ê�º_Æ �FG��Ç°ú̄õ� �<Ê�º°ú̄s� {9�u����H �â
Äº �<Ê�º��H a \�"f ���5Åqs�������Ç��. s��Q��Ç $í
|9��̀� °ú���H �<Ê�º\� �/�#���H 5 ℄X�\�"f ��ÀÒl��� ��Ç��.�¹M� 3 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) limx!2(x3 + 2x2 � 4)(b) limx!2px3 + 2x2 � 4 () limx!2 x3 + 2x2 � 4x3 � 2Solution(a) f(x) = x3 + 2x2 � 4 \� �/�#� f(2) = 12 s�Ù¼�� ÅÒ#Q��� �FG��Ç°ú̄�Ér 12 s���.(b) limx!2pf(x) =q limx!2 f(x) = p12 = 2p3 s���.() ÅÒ#Q��� Ä»o�d��_Æ ì�r�̧\�� g(x) = x3 � 2 ���� ����limx!2 g(x) = g(2) = 6 6= 0



℄j 3 ℄X� �<Ê�º_Æ �FG��Ç 69s�Ù¼�� ÅÒ#Q��� �FG��Ç°ú̄�Ér f(2)g(2) = 126 = 2s���. �ÈÁø5�7�U"��+ ;³�ø5�G±êy = ax _Æ ÕªA�áÔ��H a > 0 {9� M:ü< a < 0 {9� M: y��y�� ��6£§õ� °ú ��.
x

y

x

y

x!1 {9� M: ax ��H 0 \� ��Æ�0>�����. s�M:limx!1 ax = 0s����� ����?/�� x �� �ª�_Æ Áº��Ç�/�� °ú� M: ax ��H 0 Ü¼�� ÊÁ�℄�ø5���(onverge)�� ��Ç��. #�l�"f 0 �̀� ax _Æ �ª�_Æ Áº��Ç�/\�"f_Æ ;³�ø5�G±ê(limit)s����� ��Ç��. ��ðøÍ��t��� x ! �1 {9� M: ax��H 0 \� ��Æ�0>t���HX< s���� �â
Äº limx!�1 ax = 0s����� ����?/�� 6£§_Æ Áº��Ç�/\�"f �FG��Ç°ú̄s� 0 s����� ��Ç��. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� x! �1 {9� M:_Æ �<Ê�º y = f(x) _Æ �FG��Ç°ú̄�Ér ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.ÈÁø5�7�U"��+ ;³�ø5�G±êx!1(�1) {9� M: �<Ê�º f(x) �� L \� ��Æ�0>t����limx!1 f(x) = L ( limx!�1 f(x) = L)s����� æ¼�� f _Æ �ª�_Æ(6£§_Æ) Áº��Ç�/\�"f_Æ �FG��Ç°ú̄�Ér L s����� ��Ç��.Note ì�r���� �©��ºs��� �ª�_Æ Áº��Ç�/\�"f ì�r�̧�� �ª�, ¢̧��H 6£§_Æ Áº��Ç�/ °ú̄�̀� ��������� ���. Õª�Q��� Õª �<Ê�º_Æ �ª�_Æ Áº��Ç�/\�"f �FG��Ç°ú̄�Ér 0 s���. ��r� ú́�K�"f g(x) = f(x) s���limx!1 f(x) =1 s���� limx!1 g(x) = limx!1 f(x) = 0



70 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Çs���. s��Q��Ç $í
|9��Ér ��6£§õ� °ú s� çß�éß�y� ����?/l��̧ ��Ç��.1 = 0�¹M� 4 ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a Ä»o��<Ê�º\� �/�#� limx!1 f(x) ü< limx!�1 f(x) \�� ½̈�#���.f(x) = 2x+ 1x� 1Solution 2x+ 1 �̀� x� 1 �� ��¾º���2x+ 1 = 2(x� 1) + 3s�Ù¼�� 2x+ 1x� 1 = 2 + 3x� 1s���. ����"f y = f(x) _Æ ÕªA�áÔ��H y = 3x _Æ ÕªA�áÔ\�� x »¡¤ �ª�_Æ ~½Ó�¾ÓÜ¼�� 1 ëß��pu, y »¡¤ �ª�_Æ ~½Ó�¾ÓÜ¼�� 2 ëß��pu î̈
'��s�1lx���� %3�#Q�����.
-5 5 10

-10

-5

5

10

y � 2

x � 1

����"f limx!1 f(x) = 2; limx!�1 f(x) = 2s���. �ÊÁË̂Æ�\�FD9¤n>��l� 5\�"f f(x) = 2x+ 1x� 1 _Æ ÕªA�áÔ��H x �� &�t���� f����� y = 2_Æ ÕªA�áÔü<��ÅÒ ��Æ�0>�����. s���� �â
Äº f����� y = 2 \�� y = f(x) _Æ ÊÁË̂Æ�\�FD9¤n>(horizontal asymptote)s����� ��Ç��. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� �ºî̈
&h���H����Ér x _Æ Áº��Ç�/\�"f_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈���� ¹1Ô�̀� �º e����.



℄j 3 ℄X� �<Ê�º_Æ �FG��Ç 71ÊÁË̂Æ�\�FD9¤n>�<Ê�º y = f(x) \� �/�#� limx!1 f(x) = L; ¢̧��H limx!�1 f(x) = Ls���� f����� y = L �Ér y = f(x) _Æ �ºî̈
&h���H���s���.�¹M� 6  6= 0 {9� M: f(x) = ax+ bx+ d_Æ �ºî̈
&h���H����̀� ½̈�#���.Solution ax+ b = a (x+ d)� ad + bs�Ù¼�� f(x) = a + (b� ad)=x+ d = a + (b� ad)=2x+ d=s���. x! �1 {9� M:, x+ d=! �1 s�Ù¼��limx!1 f(x) = a ; limx!�1 f(x) = as���. ����"f �ºî̈
&h���H����Ér y = a s���. �ÈÁø5�7�U"��+ ;³�ø5�G±ê Ä©�e��<Ê�º f(x)g(x) _Æ Áº��Ç�/\�"f_Æ �FG��Ç°ú̄�Ér ì�r�̧_Æ �FG��Ç°ú̄s� 0 s� ����� Ä»��Ç��Ç °ú̄�̀� °ú��̧2�¤ ���+þA�#� ½̈��Ç��. :£¤y�, Ä»o��<Ê�º_Æ Áº��Ç�/\�"f_Æ �FG��Ç°ú̄�Ér ì�r��ü< ì�r�̧\�� ì�r�̧_Æ þj�/	��º����¾º��� ½̈�#������.�¹M� 7 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) limx!1 x2 + 1x2 � 1 (b) limx!1 2x3 + 3x2 + 13x4 � 5x2 � 2Solution (a) ì�r��, ì�r�̧\�� x2 Ü¼�� ��¾º���limx!1 x2 + 1x2 � 1 = limx!1 1 + 1=x21� 1=x2 = 1 + 01� 0 = 1�̀� %3���H��.



72 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç(b) ì�r��, ì�r�̧\�� x4 Ü¼�� ��¾º���limx!1 2x3 + 3x2 + 13x4 � 5x2 + 2 = limx!1 2=x+ 3=x2 + 1=x43� 5=x2 + 2=x4= 0 + 0 + 03� 0 + 0 = 0s���. �¿º ���½Ó�<Ê�ºf(x) = anxn + � � �+ a1x+ a0; g(x) = bmxm + � � �+ b1x+ b0\� �/�#� Q(x) = f(x)g(x)���� ���. ì�r��, ì�r�̧\�� xm Ü¼�� ��è�H Êê >�íß����� ��6£§ ���õ�\�� %3���H��.limx!1Q(x) =8>><>>: 0; n < manbn ; n = m�1; n > mÄ»o��<Ê�º�� ����� {9�ìøÍ&h���� ì�r�º�<Ê�º_Æ �â
Äº�̧ ì�r�̧_Æ �FG��Ç°ú̄s� 0 s� ����� Ä»��Ç��Ç �FG��Ç°ú̄�̀� °ú��̧2�¤ ���+þA�#� >�íß���Ç��.�¹M� 8 ��6£§ �<Ê�º_Æ �ºî̈
&h���H����̀� ½̈�#���.f(x) = px2 + 1� 1xSolution ì�r�ºd���Ér ��m�t�ëß� ì�r��, ì�r�̧\�� ì�r�̧_Æ þj�/	��º x �� ��¾º#Q ����. x > 0 s����x = px2 s�Ù¼�� limx!1 px2 + 1� 1x = limx!1p(x2 + 1)=x2 � 1=x1= limx!1r1 + 1x2 � limx!1 1x= p1 + 0� 0 = 1s���. ��Ç¼#� x < 0 s���� x = �px2 s�Ù¼��limx!�1 px2 + 1� 1x = limx!�1 �p(x2 + 1)=x2 � 1=x1= limx!�1 h�r1 + 1x2 i� limx!�1 1x= �p1 + 0� 0 = �1s���. ����"f ¿º >h_Æ �ºî̈
&h���H��� y = 1; y = �1 s� �>rF���Ç��. �



℄j 3 ℄X� �<Ê�º_Æ �FG��Ç 73
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74 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��ÇV� 4 â�
 ;³�ø5��+ N�ñ5Ñx �� a ���� ß¼���"f(¢̧��H a _Æ �̧ǑÉrAá¤\�"f) a �� °ú� M: x ! a+ �� �����·p��. a ���� ���Ü¼���"f(¢̧��H a _Æ ¢,aAá¤\�"f) a �� °ú� M:��H x! a� �� ����?/l��� ��Ç��.��;³�ø5�ø� ËÁ;³�ø5���6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a [�j���l�Þ«10 �<Ê�º(Heaviside funtion)11_Æ t = 0 \�"f �FG��Ç°ú̄�̀�Òqty��K� ����. H(t) = ( 0; t < 01; t � 0
-1 1

1

s� �â
Äº t! 0+ {9� M: H(t) ��H �½Ó�©� 1 \� ��Æ�0>t�t�ëß�12 t! 0� s���� �½Ó�©� 0 s���. Õª�QÙ¼��t �� 0 \� ��Æ�0>t����"f H(t) �� ��Æ�0>t���H éß� ���_Æ �º��H �>rF��t� ·ú§��H��. ��r� ú́�K�"flimt!0H(t)��H �>rF��t� ·ú§��H��. Õª�Q�� t! 0+ s���� H(t)! 1 s��� t! 0� s���� H(t)! 0 s���.limt!0+H(t) = 1; limt!0�H(t) = 0#�l�"f 1 �Ér 0 \�"f_Æ ËÁ;³�ø5�G±ê(right-hand limit), 0 �Ér 0 \�"f_Æ ��;³�ø5�G±ê(left-handlimit)s����� ��Ç��. {9�ìøÍ&h���� �â
Äº_Æ &ñ
_Æ��H ��6£§õ� °ú ��.��;³�ø5�ø� ËÁ;³�ø5�x �� a _Æ �̧ǑÉrAá¤\�"f(¢̧��H ¢,aAá¤\�"f) a \� ��Æ�0>|9� M: f(x) _Æ °ú̄s� L \� ��Ç\O�s� ��Æ�0>t���� L �̀� a \�"f f(x) _Æ Äº�FG��Ç(¢̧��H ýa�FG��Ç)s����� ���limx!a+ f(x) = L (¢̧��H limx!a� f(x) = L)s����� ��H��.Äº�FG��Ç, ¢̧��H ýa�FG��Ç�Ér �>rF�½+É M:�̧ e���� �>rF��t� ·ú§�̀� M:�̧ e����. ¢̧��Ç ¿º �FG��Çs� �̧¿º�>rF����H �â
Äº, ¿º �FG��Çs� ��\�� �º�̧ e���� °ú �̀� �º�̧ e����. ¿º �FG��Çs� �>rF�����"f {9�u�����10Olive Heaviside(1850{1925), %ò
²DG_Æ ���l�/BN�<Æ��11r�çß� 0 \�"f ���"é¶�̀� �̀�§4��̀� M: ���ÀÓ_Æ âì2£§�̀� ����?/��H �<Ê�ºs���.12z�́℄j����H &ñ
SX�y� 1s���



℄j 4 ℄X� �FG��Ç_Æ >�íß� 75�FG��Ç°ú̄s� �>rF�� 9 s� �â
Äº {9�u����H °ú̄s� �FG��Ç°ú̄s� �)a��.;³�ø5��+ ×iµ=� �¿�
>a \�"f f(x) _Æ �FG��Ç°ú̄s� L s� |̈ �9�¹̄Ø�æì�r�̧|	��Ér ¿º �FG��Ç°ú̄ limx!a+ f(x) ü< limx!a� f(x) ���>rF���� limx!a+ f(x) = limx!a� f(x) = L��� �̄	s���.[x℄ \�� x \�� �Å�t� ·ú§��H þj�/&ñ
�º���� ���. \V\�� [þt#Q[1℄ = 1; [1:9℄ = 1; [�1:1℄ = �2; � � �s���. f(x) = [x℄ \�� i�7�ÇaÆÊÁÁþ�ÊÁ(greatest integer funtion)���� ��Ç��.�¹M� 1 þj�/&ñ
�º�<Ê�º f(x) = [x℄ \� �/�#� ��6£§ �FG��Ç°ú̄s� �>rF����� �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) limx!�1+ f(x); limx!�1� f(x); limx!�1 f(x)(b) limx!�2 + f(x); limx!�2 � f(x); limx!�2 f(x)Solution ������º n \� �/�#� ½̈çß� [n; n+ 1) \� e����H °ú̄ x \� �/�#� [x℄ = n s���. ����"fÕªA�áÔ\�� Õª�9����� ��6£§õ� °ú �Ér >�éß� �̧�ª�s� �)a��.
-1 1 Π

2
2

x

1

2

-1

-2

y

(a) �1 _Æ �̧ǑÉrAá¤\�"f �1 \� ��Æ�0>t���� f(x) ��H �1 s�Ù¼��limx!�1+ f(x) = �1s���. ìøÍ��� �1 _Æ ¢,aAá¤\�"f �1 \� ��Æ�0>t���� f(x) ��H �2 s�Ù¼��limx!�1� f(x) = �2s���. ����"f limx!�1 f(x) ��H �>rF��t� ·ú§��H��.



76 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç(b) 1 < �2 < 2 s�Ù¼�� limx!�2 + f(x) = limx!�2 � f(x) = limx!�2 f(x) = 1s���. ��¹M� 2 �<Ê�º y = f(x) _Æ ÕªA�áÔ�� ��6£§õ� °ú �̀� M: x = a \�"f Äº�FG��Ç°ú̄õ� ýa�FG��Ç°ú̄limx!a+ f(x); limx!a� f(x)�̀� ½̈�#���. x = a \�"f �FG��Ç°ú̄s� �>rF��t� ·ú§Ü¼��� Õª s�Ä»\�� [O�"î
�#���.
-1 1 2

1

2

3

(a) a = 2(b) a = 1 () a = 0(d) a = �1Solution(a) limx!2+ f(x) = 2; limx!2� f(x) = 3 Ü¼�� Äº�FG��Ç_Æ °ú̄õ� ýa�FG��Ç_Æ °ú̄s� ��ØÔ��. ����"fx = 2 \�"f_Æ �FG��Ç°ú̄ limx!2 f(x) ��H �>rF��t� ·ú§��H��.(b) limx!1+ f(x) = limx!1� f(x) = 0 = f(0) s�Ù¼�� x = 1 \�"f_Æ �FG��Ç°ú̄�Ér limx!2 f(x) = 0 s���.() limx!0+ f(x) = limx!0� f(x) = 1 s�Ù¼�� limx!0 f(x) = 1 s���.(d) limx!�1+ f(x) = 0; limx!�1� f(x) = 1 s�Ù¼�� x = �1 \�"f_Æ �FG��Ç°ú̄ limx!�1 f(x) ��H �>rF��t� ·ú§��H��. �Note {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º y = f(x) \� �/�#� �ª� =åQ&h� a; b \�"f_Æ �FG��Ç°ú̄�ÉrÄº�FG��Ç°ú̄õ� ýa�FG��Ç°ú̄Ü¼�� y��y�� &ñ
_Æ��Ç��. ��r� ú́�K�"flimx!a+ f(x) = L1; limx!b� f(x) = L2s���� f ��H a \�"f �FG��Ç°ú̄ L1, b \�"f �FG��Ç°ú̄ L2 \�� °ú���H���� ��Ç��.ÊÁÒÏ��\�FD9¤n>



℄j 4 ℄X� �FG��Ç_Æ >�íß� 77��l� 5 \�"f x! 1+ s����13 f(x) _Æ °ú̄�Ér Áº��Çy� &������. s���� �â
Äºlimx!1+ f(x) =1�� ����?/�� x �� �̧ǑÉrAá¤\�"f 1 �� °ú� M: �ª�_Æ Áº��Ç�/�� L±Óñ5Ñø5���(diverge)�� ��Ç��. ��ðøÍ��t��� °ú �Ér �<Ê�º\� �/�#� limx!1� f(x) = �1s��� x �� ¢,aAá¤\�"f 1 �� °ú� M: 6£§_Æ Áº��Ç�/�� µ1Ïíß���Ç���� ��Ç��. {9�ìøÍ&h���� �<Ê�º\� �/�#���H��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.ÈÁø5�7��× L±Óñ5Ñx! a+(¢̧��H x! a�) {9� M: f(x) _Æ °ú̄s� Áº��Çy� &�t����limx!a+ f(x) =1; (¢̧��H limx!a� f(x) =1)�� æ¼�� x �� �̧ǑÉrAá¤\�"f(¢̧��H ¢,aAá¤\�"f) a �� °ú� M: f(x) ��H �ª�_Æ Áº��Ç�/�� µ1Ïíß���Ç������Ç��. x! a+(¢̧��H x! a�) {9� M: f(x) _Æ °ú̄s� Áº��Çy� �����t����limx!a+ f(x) = �1; (¢̧��H limx!a� f(x) = �1)�� æ¼�� x �� �̧ǑÉrAá¤\�"f(¢̧��H ¢,aAá¤\�"f) a �� °ú� M: f(x) ��H 6£§_Æ Áº��Ç�/�� µ1Ïíß���Ç������Ç��.\V\�� [þt#Q limx!�1� 11� x2 = �1; limx!�1+ 11� x2 =1limx!1� 11� x2 =1; limx!1+ 11� x2 = �1s���.
-3 -1 1 3
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13x �� a ���� ß¼���"f a \� ��Æ�0>|9� M: x! a+ �� �����·p��.



78 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç��6£§_Æ W1 �â
Äºlimx!a+ f(x) =1; limx!a� f(x) =1; limx!a+ f(x) = �1; limx!a� f(x) = �1x�� a\���Æ�0>t�����<Ê�º_ÆÕªA�áÔ��H�ºf����� x = aü<ëß���t���H·ú§t�ëß���ÅÒ��Æ�0>�����.s�×�æ������̧$í
wn����� x = a\�� y = f(x)_ÆÊÁÒÏ��\�FD9¤n>(vertial asymptote)s�����ÂÒǑÉr��.ÊÁÒÏ��\�FD9¤n>��6£§ W1 >h_Æ d�� ×�æ\�"f ������̧ $í
wn����� f����� x = a \�� �<Ê�º y = f(x) _Æ �ºf��&h���H���s����� ��Ç��. limx!a+ f(x) =1; limx!a+ f(x) = �1limx!a� f(x) =1; limx!a� f(x) = �1Note g(x) = f(x) ;  6= 0 \�"f limx!a+ f(x) = 0, ¢̧��H limx!a� f(x) = 0 s���� f����� x = a ��H �<Ê�º y = g(x) _Æ �ºf��&h���H���s� �)a��.�¹M� 3 ��6£§ �<Ê�º_Æ �ºf��&h���H����̀� �̧¿º ½̈�#���.f(x) = 1x3 � 2x2Solution x3� 2x2 = x2(x� 2) s�Ù¼�� x = 0, ¢̧��H x = 2 \�"f f _Æ ì�r�̧��H �FG��Ç°ú̄ 0 �̀� °ú���H��. ����"f y = f(x) ��H ¿º >h_Æ �ºf��&h���H���x = 0; x = 2\�� °ú���H��. �
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℄j 4 ℄X� �FG��Ç_Æ >�íß� 790=0 ªS·�+ ;³�ø5�G±êì�r�ºd�� f(x)g(x) _Æ �FG��Ç°ú̄\� �/�#� 7á§ �8 ¶ú�(R��l��� ��Ç��. limx!a f(x); limx!a g(x) �� �>rF���� limx!a g(x) 6= 0 s���� limx!a f(x)g(x) = limx!a f(x)limx!a g(x)s� $í
wn���Ç��. ÕªXO������ limx!a g(x) = 0 ��� �â
Äº��H #Qb�G>� |̈Æ�? s� �â
Äº��H ��6£§ ¿º ��t��� ��¾º#Q Òqty��K� �̂� �º e����.1. limx!a f(x) 6= 0 2. limx!a f(x) = 0'Í	 ���P: �â
Äº��H x = a �� �ºf��&h���H���s� H�d�̀� ¶ú�(R����¤��.¿º ���P: �â
Äº��H 0=0 g1Js� ÷&��HX< s���� �â
Äº��H ì�r�̧�� 0 s� ����� �FG��Ç°ú̄�̀� °ú��̧2�¤ �/�º&h���� >�íß��̀� K� ï�r Êê �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈��Ç��.�¹M� 4 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���. limx!2 x2 � 4x2 � x� 2Solution f(x) = x2 � 4x2 � x� 2 ���� ���� f ��H 2 \�"f &ñ
_Æ÷&t� ·ú§��H��. Õª�Q�� x 6= 2 s����x2 � 4x2 � x� 2 = (x� 2)(x+ 2)(x+ 1)(x� 2) = x+ 2x+ 1s�Ù¼�� limx!2 x2 � 4x2 � x� 2 = limx!2 x+ 2x+ 1 = 2 + 22 + 1 = 43s���. ��¹M� 5 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���. limx!0 px2 + 1� 1x2Solution f(x) = px2 + 1� 1x2 ���� ���� 0 \�"f f ��H &ñ
_Æ÷&t� ·ú§��H��. ����"f ì�r�� ì�r�̧_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ���� 2[�#� �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈½+É �º \O���. Õª�Q�� ì�r�� ì�r�̧\� y��y�� px2 + 1 + 1 �̀�Y�L���� px2 + 1� 1x2 = (px2 + 1� 1)(px2 + 1 + 1)x2(px2 + 1 + 1)= x2 + 1� 1x2(px2 + 1 + 1)= 1px2 + 1 + 1



80 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç�̀� %3���H��. ����"flimx!0 px2 + 1� 1x2 = limx!0 1px2 + 1 + 1 = 1limx!0(px2 + 1 + 1)= 1q limx!0(x2 + 1) + 1 = 12s���. �ÉÙÇaÆÌfC�+ N�ñ5Ñt��FKÆ�t� 00 ; 11 g1J_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈���H ��l�\�� ¶ú�(R����¤��. {9�ìøÍ&h�Ü¼��00 ; 11 ; 1�1; 0 � 1g1J_Æ �FG��Ç�̀� ÉÙÇaÆÌfC(indeterminate form)s����� ���HX< �â
Äº\� ���� &h�℄X���Ç >�íß��̀� �#��FG��Ç°ú̄�̀� ½̈½+É �º e����. ��6£§ ��l���H 1�1 g1J_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈���H ~½ÓZO��̀� ��#� ï�r��.�¹M� 6 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���. limx!1(px2 + x� x)Solution px2 + x+ x \�� Y�L��� ��¾º#Q ÅÒ���px2 + x� x = (px2 + x� x)(px2 + x+ x)px2 + x+ x= xpx2 + x+ x= 1p1 + 1=x+ 1�̀� %3���H��. ����"f limx!1(px2 + x� x) = limx!1 1p1 + 1=x+ 1= 1p1 + 0 + 1 = 12s���. �N±Õ��́ÇaÆh��FG��Ç\� �/��Ç ��6£§ ¿º &ñ
o���H �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈���H ¢̧ ��ǑÉr ~½ÓZO�\� �/��Ç �̄	s���.



℄j 4 ℄X� �FG��Ç_Æ >�íß� 81;³�ø5�G±ê�+ Å℄Æ��
a ��H~½Ó_Æ x \� �/�#� f(x) � g(x)s��� a �� °ú� M: f ü< g _Æ �FG��Ç°ú̄s� �>rF���Ç���� ���. Õª�Q��� ��6£§ ÂÒ1pxd��s� $í
wn���Ç��.limx!a f(x) � limx!a g(x)��6£§ ���õ���H ÅÒ#Q��� �<Ê�º�� ��ǑÉr ¿º �<Ê�º ��s�_Æ °ú̄�̀� °ú���H �â
Äº\�� ��ÀÒl� M:ë�H\� zµdÞ«�Dn� ÇaÆh�(Sandwih Theorem), ¢̧��H N±Õ��́ ÇaÆh�(Squeeze Theorem)���� ÂÒǑÉr��.zµdÞ«�Dn� ÇaÆh�a ��H~½Ó_Æ x \� �/�#� f(x) � g(x) � h(x)s��� limx!a f(x) = limx!ah(x) = Ls����� ���. Õª�Q��� �FG��Ç°ú̄ limx!a g(x) �� �>rF���� ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.limx!a g(x) = LNote ëß���� limx!a jf(x)j = 0 s���� �jf(x)j � f(x) � jf(x)js�Ù¼�� �±p×¼0Au� &ñ
o�\�"f limx!a f(x) = 0e���̀� ·ú� �º e����.�¹M� 7 limx!0x sin 1x = 0 e���̀� ��#���.Solution j sin 1x j � 1 s�Ù¼�� jx sin 1x j � jxj s���. limx!0 jxj = 0 s�Ù¼��limx!0 jx sin 1x j = 0s���. ����"f "é¶���H ���õ�\�� %3���H��. �



82 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç
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Π
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���y���<Ê�ºü< �'aº���)a ��6£§ ¿º �FG��Ç°ú̄�Ér ���y���<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈���H X<\� ×�æ¹̄��Ç %i�½+É�̀���Ç��.�¹M� 8 ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.(a) limt!0 sin tt = 1 (b) limt!0 1� os tt2 = 12Solution(a) 0 < t < �2 s���� ��6£§ ÕªaË>\�"fBC �  ñ AB _Æ U�́s� � ATs�Ù¼�� sin t � t � tan t = sin tos ts���.
O C

1

B

t

A

T

tanHtLsinHtL

t����"f 'Í	 ���P: ÂÒ1pxd��\�"f sin tt � 1s���. ¢̧��Ç ¿º ���P: ÂÒ1pxd��\�"f os t � sin tts��� limt!0 os t = 1 s�Ù¼�� �±p×¼0Au� &ñ
o�\� _Æ�#�limt!0+ sin tt = 1



℄j 4 ℄X� �FG��Ç_Æ >�íß� 83s���. s�℄j t < 0 s���� s = �t > 0 s����� ���. Õª�Q��� t! 0� {9� M: s! 0+ s��� ������<Ê�º��H l��<Ê�ºs�Ù¼�� limt!0� sin tt = lims!0+ sin(�s)�s = lims!0+ sin ss = 1�̀� %3���H��. ����"f limt!0 sin tt = 1s� $í
wn���Ç��.
-3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π

1

(b) ì�r��, ì�r�̧\� �̧¿º (1 + os t) \�� Y�L����1� os tt2 1 + os t1 + os t = sin2 tt2 11 + os t�̀� %3���H��. limt!0 sin2 tt2 = 1; limt!0 11 + os t = 12 s�Ù¼��limt!0 1� os tt2 = limt!0 sin2 tt2 limt!0 11 + os t= 1 � 12 = 12s� $í
wn���Ç��. �Note �©��º  \� �/�#� limx!a f(x)g(x) =  s��� limx!a g(x) = 0 s���� limx!a f(x) = 0 s�#Q�� ��Ç��.����"f ��l� 7 _Æ ���õ�\�"f limt!0 sin t = 0; limt!0 os t = 1e���̀� ·ú� �º e����.n�».ÉU �+ø5� ;³�ø5�G±ê�+ N�ñ5Ñ½̈����� ���H �FG��Ç°ú̄_Æ �<Ê�º�� 4�¤ú̧���Ç �â
Äº u�8̈�\� _Æ�#� Äºo��� s�p� ·ú��� e����H �<Ê�º_Æ �FG��Ç°ú̄Ü¼�� ���+þA���H ~½ÓZO��̀� ��6 x��Ç��. \V\�� [þt#Q, x! 0 s���� u = 2x! 0 s���. ����"flimx!0 sin 2xx = limx!0 sin 2x2x � 2= limu!0 sinuu � 2 = 1 � 2 = 2



84 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç�� �)a��. ¢̧��Ç x!1 s���� u = 1=x! 0 s���. ����"flimx!1px sin 1x = limu!0 1pu sinu= limu!0 sinuu pu = 1 � 0 = 0�̀� %3���H��.�¹M� 9 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) limx!0 sin 3xsin 2x (b) limt!0 4p1 + t� 1t ;  6= 0Solution(a) ÅÒ#Q��� d���̀� ��6£§õ� °ú s� ��Ë̈#Q jþt �º e����.sin 3xsin 2x = sin 3x3x 2xsin 2x � 32����"f limx!0 sin 3xsin 2x = limx!0 sin 3x3x limx!0 2xsin 2x � 32 = 32�̀� %3���H��.(b) x = (1+t)1=4 �������.Õª�Q��� t! 0{9�M: x! 1s��� x4 = 1+ts�Ù¼�� t = x4 � 1s���. ����"f limt!0 4p1 + t� 1t = limx!1 x� 1(x4 � 1)== limx!1 x3 + x2 + x+ 1 = 4�̀� %3���H��. �



℄j 5 ℄X� ���5Åq�<Ê�º 85V� 5 â�
 ¥o>¢4́Áþ�ÊÁ3 ℄X�\�"f Äºo���H ���½Ód��_Æ �â
Äº e��_Æ_Æ &h� x = a \�"f �<Ê�º_Æ �FG��Ç°ú̄õ� �<Ê�º°ú̄s� {9�u����H�̄	�̀� ����¤��. �<Ê�º�� s��Q��Ç $í
|9��̀� ��|9� M: f ��H x = a \�"f ¥o>¢4́(ontinuous)s����� ��Ç��.¥o>¢4́Áþ�ÊÁ�+ ÇaÆ�+�<Ê�º f �� ��6£§ $í
|9��̀� ëß�7á¤���� a \�"f ���5Åqs����� ��Ç��.limx!a f(x) = f(a) = f� limx!ax� (2.1)Note d�� (2.1) �Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º�̧ e����.limh!0 f(a+ h) = f(a)Note �<Ê�º f �� x = a \�"f ���5Åqs�����H �̄	�Ér ��6£§õ� °ú �Ér [j ��t� ��z�́�̀� ?/�í��� e����.1. f(a) �� �>rF���Ç��. (a �� &ñ
_Æ%i�\� 5Åq��Ç��.)2. limx!a f(x) �� �>rF���Ç��.3. limx!a f(x) = f(a)�¹M� 1 ��6£§ �<Ê�º�� x = 1 \�"f ���5Åqs� ÷&�̧2�¤  \�� &ñ
�#���.f(x) = ( 2x3 � 3x2 + 2; x � 1x+ 4; x > 1Solution x = 1 \�"f Äº�FG��Çs� f(1) s� ÷&�̧2�¤  \�� &ñ
K��� ��Ç��.limx!1+ f(x) = limx!1+(x+ 4) = + 4s�Ù¼�� + 4 = f(1) = 2� 3 + 2 = 1\�"f  = �3 s���� f ��H 1 \�"f ���5Åqs���. �
-1 1

x

1

2

-1
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y



86 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç�<Ê�º f �� x = a \�"f ���5Åqs� ��u�́ M:, f ��H x = a \�"f ��·¥o>¢4́(disontinuous)s����� ��� x = a \�� f _Æ ��·¥o>¢4́�\�(disontinuity)s����� ��Ç��. f �� a \�"f Ô�����5Åq��� �â
Äº��H ��6£§[j��t� �â
Äºs���.1. f(a) �� �>rF��t� ·ú§��H��. (a �� &ñ
_Æ%i�\� 5Åq�t� ·ú§��H��.)2. limx!a f(x) �� �>rF��t� ·ú§��H��.3. limx!a f(x) �� �>rF��t�ëß� limx!a f(x) 6= f(a) s���.�¹M� 2 ��6£§ �<Ê�º��H 0 \�"f ���5Åq���t� Ô�����5Åq���t� óøÍéß��#���.(a) f(x) = 1x() f(x) = sinxx (b) f(x) = [x℄ (þj�/&ñ
�º�<Ê�º)(d) f(x) = 8<: x sin 1x; x 6= 01; x = 0Solution (a), () _Æ �â
Äº 0 \�"f f �� &ñ
_Æ÷&t� ·ú§Ü¼Ù¼�� Ô�����5Åqs���.(b) \�"f��H limx!0 f(x) �� �>rF��t� ·ú§Ü¼Ù¼�� Ô�����5Åqs���.��t�}��Ü¼�� (d) \�"f��H limx!0 f(x) = 0 6= f(0) = 1s�Ù¼�� 0 \�"f Ô�����5Åqs���. �



℄j 5 ℄X� ���5Åq�<Ê�º 87(a)
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Note 1. (), (d) _Æ �â
Äº y��y�� f(0) = 1 õ� f(0) = 0 Ü¼�� ��r� &ñ
_Æ���� f ��H 0 \�"f ���5Åqs���. s�XO�>� Ô�����5Åq&h�\�"f ���5Åqs� ÷&�̧2�¤ �<Ê�º\�� ��r� &ñ
_Æ½+É �º e��Ü¼��� V������æ ø5� ��·¥o>¢4́�\�(removable disontinuity)s����� ��Ç��.Note 2. (b) _Æ �â
Äº%�!3� ýa�FG��Ç, Äº�FG��Çs� �>rF�����"f ¿º °ú̄s� ��ǑÉr �â
Äº��H j�»È� ��·¥o>¢4́�\�(jump disontinuity)s����� ÂÒǑÉr��.¥o>¢4́Áþ�ÊÁþj�/&ñ
�º�<Ê�º y = [x℄ _Æ �â
Äº 0 \�"f Äº�FG��Ç°ú̄õ� �<Ê�º°ú̄s� {9�u���Ç��. s���� �â
Äº f ��H 0\�"f �̧ǑÉrAá¤Ü¼��ÂÒ'� ���5Åqs����� ��Ç��. {9�ìøÍ&h�Ü¼��limx!a+ f(x) = f(a)s���� a \�"f �<Ê�º f ��H �ïÒR�®X́ã��×ÉÙ'a ¥o>¢4́(ontinuous from the right)s����� ��Ç��. ��ðøÍ��t��� limx!a� f(x) = f(a)s���� a \�"f �<Ê�º f ��H àÖS®X́ã��×ÉÙ'a ¥o>¢4́(ontinuous from the left)s����� ��Ç��. f _Æ &ñ
_Æ%i�s� ½̈çß� [a; b℄ �� ÅÒ#Q|9� M: limx!a+ f(x) = f(a)s����, ��r� ú́�K�"f �̧ǑÉrAá¤\�"f ���5Åqs���� ���5Åqs����� ��Ç��. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼��limx!b� f(x) = f(b)s����, ��r� ú́�K�"f x = b \�"f��H ¢,aAá¤\�"f ���5Åqs���� ���5Åqs����� ��Ç��. �<Ê�º f �� ½̈çß�_Æ �̧��H&h�\�"f ���5Åqs���� ½̈çß�\�"f ���5Åqs����� ��Ç��. �<Ê�º�� &ñ
_Æ%i�_Æ �̧��H &h�\�"f ���5Åqs���� ¥o>¢4́Áþ�



88 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��ÇÊÁ (ontinuous funtion)���� ��Ç��.�¹M� 3 f(x) = p1� x2 ��H ½̈çß� [�1; 1℄ \�"f ���5Åqe���̀� ��#���.Solution a 2 (�1; 1) s���� limx!a f(x) = limx!ap1� x2= q limx!a(1� x2)= p1� a2= f(a)s���. ����"f f ��H (�1; 1) \�"f ���5Åqs���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼��limx!1� f(x) = 0 = f(1); limx!�1+ f(x) = 0 = f(�1)e���̀� ��{9� �º e����. ����"f f ��H ½̈çß� [�1; 1℄ \�"f ���5Åqs���.¥o>¢4́Áþ�ÊÁ�<Ê�º�� &ñ
_Æ%i�_Æ �̧��H &h�\�"f ���5Åqs���� ���5Åq�<Ê�º���� ��Ç��.��l� 3 \�"f f _Æ &ñ
_Æ%i��Ér [�1; 1℄ s�Ù¼��14 f ��H ���5Åq�<Ê�ºs���.Note f �� ���5Åq�<Ê�º���� K�"f �½Ó�©� ½̈çß�\�"f ���5Åq��� �̄	�Ér ��m���. \V\�� [þt#Qf(x) = 1x��H &ñ
_Æ%i�s� R � f0g s��� &ñ
_Æ%i�_Æ �̧��H &h�\�"f ���5Åqs�Ù¼�� ���5Åq�<Ê�ºs���. Õª�Q�� ½̈çß�[�1; 1℄ \�"f��H ���5Åqs� ��m���.Áþ�ÊÁ�+ ¥o>ñ5Ñø� TÒ¼Å℄Æ�<Ê�º_Æ ���íß�Ü¼�� ½̈K�t���H 4�¤ú̧���Ç �<Ê�º_Æ ���5Åq$í
�Ér �<Ê�º_Æ ���íß�\� �/��Ç �FG��ÇZO�gË:Ü¼��ÂÒ'� SX����½+É �º e����. \V\�� [þt#Q ¿º �<Ê�º f ü< g �� a \�"f ���5Åqs����limx!a f(x) = f(a); limx!a g(x) = g(a)s���. ����"f �FG��Ç$í
|9�\� _Æ����limx!a[f(x) + g(x)℄ = limx!a f(x) + limx!a g(x)= f(a) + g(a)= (f + g)(a)14�<Ê�º_Æ &ñ
_Æ%i�s� "î
r�÷&t� ·ú§�Ér �â
Äº &ñ
_Æ%i��Ér �<Ê�º�� _Æp�\�� °ú���H þj�/|9�½+ËÜ¼�� &ñ
_Æ��Ç��.



℄j 5 ℄X� ���5Åq�<Ê�º 89s���. ����"f �<Ê�º f + g ��H a \�"f ���5Åqs���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ��6£§ ��z�́�̀� ��{9� �º e����.Áþ�ÊÁ�+ ¥o>ñ5Ñ�+ ¥o>¢4́Å℄Æ¿º �<Ê�º f ü< g �� a \�"f ���5Åqs���� ��6£§ �<Ê�º[þt�̧ x = a \�"f ���5Åqs���.f � g;  � f ( ��H �©��º ); f � g; f=g (g(a) 6= 0 ��� �â
Äº)½+Ë$í
�<Ê�º��H ÅÒ#Q��� �<Ê�º[þt\�"f Dh��î�r �<Ê�º\�� ëß�[þt#Q?/��H ¢̧ ���_Æ ~½ÓZO�s���. a ��H~½Ó\�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º g ü< b = g(a) ��H~½Ó\�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º f \� �/�#� ½+Ë$í
�<Ê�º f Æ g ��H ��6£§õ�°ú s� &ñ
_Æ��Ç��. (f Æ g)(x) = f(g(x))�¹M� 4 f(x) = 1x ; g(x) = px; h(x) = 1� x2s����� ���� (f Æ g)(x) = 1px; (g Æ h)(x) =p1� x2(f Æ h)(x) = 11� x2 ; (h Æ f)(x) = 1� 1x2s���. �g �� a \�"f ���5Åqs��� f �� b = g(a) \�"f ���5Åqs����� ���. Õª�Q��� x �� a �� °ú� M: g(x)��H b �� ��Æ�0>t���(g �� a \�"f ���5Åqs�Ù¼��) g(x) �� b �� ����� f(g(x)) ��H f(b) = f(g(a)) ����Æ�0>�����.(f �� b \�"f ���5Åqs�Ù¼��)limx!a f(g(x)) = f(g(a))��r� ú́�K�"f f Æ g ��H a \�"f ���5Åqs���.TÒ¼Å℄ÆÁþ�ÊÁ�+ ¥o>¢4́Å℄Æg �� a \�"f ���5Åqs��� f �� b = g(a) \�"f ���5Åqs���� f Æ g ��H a \�"f ���5Åqs���.3℄X�_Æ ���õ�\�_Æ���� �̧��H ���½Ó�<Ê�ºü< Ä»o��<Ê�º��H&ñ
_Æ%i�\�"f(7£¤, ì�r�̧�� 0s������ &h�\�"f) ���5Åqs���. Õª s�ü�\��̧ ℄jY�L��H�<Ê�º f(x) = xr, ���y���<Ê�º, t��º�<Ê�º, ��Õª�<Ê�º 1px�Ér ���5Åq�<Ê�ºs���. s��Q��Ç �<Ê�º[þt_Æ ���íß�, ¢̧��H ½+Ë$í
Ü¼�� ëß�[þt#Qt���H �<Ê�º[þt�̧ %i�r� ���5Åq�<Ê�ºs���.�¹M� 5 ��6£§ �<Ê�º[þt�Ér ���5Åq�<Ê�º[þts���.sinpx2 � 1; tan 1x ; log(x2 � 2x); e� 1x2 �



90 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��Ç�¿Ḉ��\�ã��× ¥o>¢4́ê�> Áþ�ÊÁK�q���s�×¼�<Ê�º H(t) = ( 0; t < 01; t � 0�� ℄X��/°ú̄�<Ê�º f(x) = ( �x; x < 0x; x � 0%�!3� �<Ê�º�� ¿º >h s��©�_Æ ½̈çß�\�"f ��ØÔ>� &ñ
_Æ÷&��� �¿Ḉ��\�ã��×(pieewise) &ñ
_Æ÷&%3�������Ç��. �̧y��&h�Ü¼��&ñ
_Æ�)a�<Ê�º��y�� ½̈çß�\�"f���5Åqs�����¿Ḉ��\�ã��× ¥o>¢4́(pieewise ontin-uous)s����� ��Ç��. K�q���s�×¼�<Ê�ºü< ℄X��/°ú̄�<Ê�º��H �̧¿º �̧y��&h�Ü¼�� ���5Åq��� �<Ê�ºs���. �̧y��&h�Ü¼�� ���5Åq��� �<Ê�º��H y�� ½̈çß�_Æ =åQ&h�\�"f ���5Åqs���� ���5Åq�<Ê�º�� �)a��. \V\�� [þt#Q ℄X��/°ú̄�<Ê�º��H limx!0+ f(x) = limx!0� f(x) = 0 = f(0)s�Ù¼�� ���5Åq�<Ê�ºs���. Õª�Q�� K�q���s�×¼�<Ê�º��H x = 0 \�"f ���5Åqs� ��m�Ù¼�� ���5Åq�<Ê�º�� ��m���.�¹M� 6 ��6£§ �<Ê�º�� ���5Åq�<Ê�º�� ÷&�̧2�¤ �©��º  _Æ °ú̄�̀� ½̈�#���.f(x) = ( 1 + x2 ; x < 1x2 + 1; x � 1Solution f ��H �̧y��&h�Ü¼�� ���5Åqs���.limx!1� f(x) = limx!1� x2 + 1 = 2s��� f(1) = 2 s�Ù¼�� 2 = limx!1� f(x) = 2s���� 7£¤,  = 4 s���� y = f(x) ��H ���5Åq�<Ê�º�� �)a��. �
-1 0 1 2

2

4



℄j 5 ℄X� ���5Åq�<Ê�º 91
ä»ë5ÑG±ê ÇaÆh����5Åq�<Ê�º y = f(x) _Æ ÕªA�áÔ\�� Õª�9 ����� =åS#Qf��s��� ½̈"í
s� \O�s� ������÷&#Q e����. s��Q��Ç �'a¹1Ï\� _Æ�#� ��6£§ ��z�́�̀� ·ú� �º�� e����.
ä»ë5ÑG±ê ÇaÆh��<Ê�º f �� {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åqs���f(a) 6= f(b)s���� f(a) ü< f(b) ��s�_Æ e��_Æ_Æ °ú̄ r \� �/�#�f() = r��� &h�  �� ½̈çß� (a; b) \� &h�#Q�̧ ��� �>rF���Ç��.×�æçß�°ú̄ &ñ
o�\�� l���<Æ&h�Ü¼�� ����� r s� f(a) ü< f(b) ��s�_Æ °ú̄s������ f����� y = r õ�y = f(x) _Æ ÕªA�áÔ��H &h�#Q�̧ ��Ç &h�\�"f ëß�����H �̄	�̀� _Æp���Ç��.

x

y

f HaL

r

f HbL

a c b

y � f HxL

s��Q��Ç ��z�́�̀� s�6 x���� ×�æçß�°ú̄ &ñ
o�\�� s�6 x�#� ~½Ó&ñ
d��_Æ K��� �>rF����H ½̈çß��̀� ½̈½+É�º e����. ëß���� ���5Åq�<Ê�º f \� �/�#� f(a) � f(b) < 0 s���� f(a) ü< f(b) _Æ ÂÒ ñ�� ��ØÔÙ¼��f() = 0 ���  �� ½̈çß� (a; b) \� &h�#Q�̧ ��� �>rF���Ç��. ��r� ú́�����,f(a) � f(b) < 0s���� ~½Ó&ñ
d�� f(x) = 0 _Æ K��� a ü< b ��s�\� &h�#Q�̧ ��� �>rF���Ç��.�¹M� 7 ��6£§ ~½Ó&ñ
d��\� �/�#� ½̈çß� (0; 1) \� &h�#Q�̧ ���_Æ K��� �>rF��<Ê�̀� ��#���.x5 � 4x3 + 5x3 + 2x� 3 = 0



92 ℄j 2 �©� �<Ê�ºü< �FG��ÇSolution f(x) = x5 � 4x3 + 5x3 + 2x� 3 ���� ���.f(0) = �3; f(1) = 1s�Ù¼�� 0 õ� 1 ��s�\� f() = 0s� ÷&��H  �� �>rF���Ç��. 7£¤, ÅÒ#Q��� ~½Ó&ñ
d��_Æ K��� 0 õ� 1 ��s�\� �>rF���Ç��. �Note 0A ��l�_Æ �â
Äº ×�æçß�°ú̄ &ñ
o�\�� s�6 x�#� K��� �>rF����H ½̈çß��̀� a%v�n= �º e����. ��r�ú́�K�"f f(0:8) = �0:4784; f(0:9) = 0:1851s�Ù¼�� 0.8 õ� 0.9 ��s�\� K��� &h�#Q�̧ ��� �>rF���Ç��. s�XO�>� ×�æçß�°ú̄ &ñ
o�\�� s�6 x�#� K����>rF����H ½̈çß��̀� ½̈���H �̄	�Ér &ñ
K���� ~½ÓZO�s� e����H �̄	�Ér ��m��� �/ÂÒì�r r�'����Ì�̧\� _Æ�#�¹1Ô�������.)ç�(|¡è��� (2009Æ̧� �ºr� 9���)�<Ê�º y = f(x) �� ½̈çß� [0; 1℄ \�"f ���5Åqs���, s� ½̈çß�\� 5Åq��Ç �̧��H x \� �/K�"ff(x)3 � 2f(x)2 � f(x) + 2 � 0s� $í
wn���Ç��. s�M:, f(0) = 0 s����, ½̈çß� [0; 1℄ \� 5Åq��Ç �̧��H x \� �/K�"f�1 � f(x) � 1s� $í
wn��<Ê�̀� 7£x"î
�r��̧.i�7�G±ê�i��¿G±ê ÇaÆh��<Ê�º\�� ��Ò�� M: ���©� ×�æ¹̄��Ç ÅÒ℄j ×�æ_Æ �����H þj�/°ú̄õ� þj�è°ú̄�̀� ½̈���H �̄	s���. &ñ
_Æ%i�D \�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º y = f(x) ��H �̧��H x 2 D \� �/�#�f(x) � f()���  2 D �� �>rF����� x =  \�"f i��¿G±ê(minimum value)�̀� °ú���H���� ��Ç��. ��ðøÍ��t����̧��H x 2 D \� �/�#� f(x) � f()���  2 D �� �>rF����� x =  \�"f i�7�G±ê(maximum value)�̀� °ú���H���� ��Ç��. þj�/°ú̄, þj�è°ú̄�̀� ½̈���H l��:r&h���� ~½ÓZO��Ér p�ì�r>��º\�� ��6 x� 9 ��6£§ �©�\�"f ��ÀÒl��� ��� ���5Åq�<Ê�º\��/��Ç ��6£§ ���õ��� s� ℄X��̀� ��Áºo��l��� ��Ç��.i�7�G±ê�i��¿G±ê ÇaÆh��<Ê�º y = f(x) �� {���2³½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åqs���� s� ½̈çß�\�"f ìøÍ×¼r� þj�/°ú̄õ� þj�è°ú̄�̀�°ú���H��.



℄j 5 ℄X� ���5Åq�<Ê�º 93Note þj�/°ú̄�þj�è°ú̄ &ñ
o���H {���2³½̈çß�s� ��m����� ���5Åqs� ����� �â
Äº $í
wn��t� ·ú§�̀� �º e����.



V� 3 *�×Áþ�ÊÁÿ? i�&P�
V� 1 â�
 Ë̂Æ!C�£o>�ª	�·ø� 'K�ë5Ñ£o>�ª	�·s� [j�©�_Æ �/ÂÒì�r_Æ �̄	�Ér r�çß�s� âìØÔ��� �����Ç��. s��Q��Ç ����o��H ����oÖ���̀� ��6 x�#� �º�<Æ&h�Ü¼�� ����èq �º e����HX< ����oÖ���Ér ����o�� #QÖ¼ ~½Ó�¾ÓÜ¼�� \O����� ��ØÔ>� {9�#Q����Ht�\�� �����·p��. ����o�� r�çß�\� �'a>�\O�s� {9�&ñ
�>� {9�#Q����� f�����_Æ +þAI��� ����èq �º e����, s�M: f�����_Æl�Ö��l���H ����oÖ���̀� �����·p��. s� �â
Äº, ����oÖ���Ér r�çß�\� �©��'a\O�s� �½Ó�©� {9�&ñ
���. Õª�Q�� �/ÂÒì�r_Æ �â
Äº ����oÖ���Ér r�çß�\� ���� ��ØÔ>� ��������HX< s� ℄X�\�"f��H s��Q��Ç ����oÖ��\� �'a��Ç�̂>�&h�s��� f��℄X�&h���� ~½ÓZO��̀� ¶ú�(R��l��� ��Ç��.�×ë5Ñß��������&³�©�, ¢̧��H���r�&³�©�\�"f�'a¹1Ï÷&��H ����o��z�́+«>z�́\�"f8£¤&ñ
÷&��H ����o��Hr�çß�\��/�#����5Åq&h�Ü¼��l�2�¤���H �̄	s�Ô����0px���.����"f{9�&ñ
��Çr�çß�çß��Ǒ��̀�¿º��s��Q��Ç�ºu�\���'a8£¤�#� l�2�¤��Ç��. ÕªXO������ �'a8£¤÷&t� ·ú§�Ér r�&h�\�"f_Æ °ú̄�Ér #Qb�G>� ÆÒ&ñ
½+ÉÆ�? #��Q��t� ~½ÓZO� ×�æ\�"f ���©� {9�ìøÍ&h�Ü¼�� ��6 x���H ~½ÓZO��Ér ��çß�ZO�s���.��6£§ ³ð��H 2008Æ̧� 11�Z4 19{9�_Æ l��:r�̀� ��Ç r�çß����� l�2�¤��Ç �̄	s���.r� 7r� 8r� 9r� 10r� 11r� 12r� 13r� 14r� 15r�l��:r 3.5Æ 4.3Æ 5.5Æ 7.5Æ 8.0Æ 9.0Æ 9.5Æ 10.0Æ 10.3Æs�XO�>� Y>� >h_Æ r�&h�\�"fëß� �'a8£¤�)a �â
Äº �'a8£¤÷&t� ·ú§�Ér r�&h�\�"f_Æ °ú̄�Ér {9�ìøÍ&h�Ü¼�� s�Ö�©��Ç¿º &h��̀� f�����Ü¼�� �������#� �����·p��. s�XO�>� �<Ê�º\�� ����?/��H ~½ÓZO��̀� �×ë5Ñß�� (interpola-tion)s����� ��Ç��. 94



℄j 1 ℄X� î̈
ç�H����oÖ��õ� í�Hçß�����oÖ�� 95
7 9 11 13 15

time
3

5

7

9

11
C

s�M:¿º&h��̀���������Çf�����_Æl�Ö��l�\��¿º&h���s�_Æ Ë̂Æ!C�£o>�ª	�·(average rate of hange)s����� ��Ç��. ��r� ú́�K�"f, f(t) \�� t r�\�"f_Æ l��:rs����� ��Ç����� ¿º &h� (t1; f(t1)); (t2; f(t2))��s�_Æ î̈
ç�H����oÖ���Ér f(t2)� f(t1)t2 � t1Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.�¹M� 1 2008Æ̧� 11�Z4 19{9� l��:r�̀� ������#�(a) 7r�ü< 9r� ��s�_Æ î̈
ç�H����oÖ���̀� ½̈�#���.(b) °ú �Ér ±ú� 7r� 30ì�r_Æ l��:r�Ér \O������t� ��H��&h�Ü¼�� ½̈�#���.Solution(a) 7r�ü< 9r� ��s�_Æ î̈
ç�H����oÖ���Érf(9)� f(7)9� 7 = 5:5� 3:52 = 1:0 (ÆC=r�)s���.(b) 7r�ü< 8r� ��s�_Æ î̈
ç�H����oÖ���Ér4:3� 3:58� 7 = 0:8 (ÆC=r�)s�Ù¼�� 7r� 30ì�r\�"f_Æ l��:r�Érf(7:5) � 3:5 + 0:5 � 0:8 = 3:9 (ÆC)���� ÆÒ&ñ
½+É �º e����. �Ë̂Æ!C�£o>�ª	�·�<Ê�º y = f(x) �� a \�� �í�<Ê���H \P�Ǒ2; ½̈çß�\�"f &ñ
_Æ÷&%3����� ���. ����º x �� a \�"fa+ h �� ���½+É M:, x _Æ ����o|¾Ó�̀� �x = h



96 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r�� ����?/�� Õª\� �/6£x���H 7áx5Åq����º y _Æ ����o|¾Ó�̀��y = f(a+ h)� f(a)�� ����?/��. #�l�\�"f y _Æ ����o|¾Ó�̀� x _Æ ����o|¾ÓÜ¼�� ��è�H ℄���y�x = f(a+ h)� f(a)h�̀� ½̈çß� [a; a+ h℄ \�"f1 x \� �/��Ç f _Æ Ë̂Æ!C�£o>�ª	�·(average rate of hange)s��� ��Ç��. s�î̈
ç�H����oÖ���Ér ��6£§ ÕªaË>\�"f f����� PQ _Æ l�Ö��l�s���.
Q( a+h , f(a+h) )

P( a , f(a) )

a+ha�ºf����� 0A\�� ¹¡§f��s���H Óüt�̂�� e������ ���. r�çß� t \�"f s� Óüt�̂_Æ 0Au�\�� s(t)���� ����r�y�� t \�"f r�y�� t+ h Æ�t�_Æ Ë̂Æ!C�¢4́�¿(average veloity)��H 0Au�_Æ ����o\�� r�çß�Ü¼�� ��è�H�̄	s���. î̈
ç�H5Åq�̧ = �s�t = s(t+ h)� s(t)h�¹M� 2 �½Ó0A\�"f �ºf��Ü¼�� ¤è�� �̀�Ǒ2; 8úx·ú�_Æ Z�}s���H t �í Êêf(t) = 50t� 5t2 (m)Ü¼�� ÅÒ#Q������� ��Ç��. 8úx�̀� �<H Êê 10�í, 1 �í, 0.1 �í 1lxîß�_Æ î̈
ç�H5Åq�̧\�� y��y�� ½̈�#���.Solution 8úx�̀� �<H h �í Êê_Æ 0Au���Hf(h)� f(0) = 50h� 5h2s�Ù¼�� 8úx�̀� �<H Êê h �í 1lxîß� î̈
ç�H5Åq�̧��Hf(h)� f(0)h = 50� 5hs���. ����"f 8úx�̀� �<H Êê 1 �í, 0.1 �í, 0.01 �í 1lxîß� î̈
ç�H5Åq�̧��H y��y��45; 49:5; 49:95 (m/se)1h > 0 {9� �9�¹̄��H \O���. h < 0 ��� �â
Äº ½̈çß� [a; a+ h℄ �/��� ½̈çß� [a+ h; a℄ �� Òqty����Ç��.



℄j 1 ℄X� î̈
ç�H����oÖ��õ� í�Hçß�����oÖ�� 97s���. �'K�ë5Ñ£o>�ª	�·0A_Æ ��l� 2 \�"f 8úx�̀� �<H Êê î̈
ç�H5Åq�̧\�� &h�&h� Âúª�Ér r�çß�\�"f ½̈���� î̈
ç�H5Åq�̧��H 50(m/se) \� ��Æ�0>�����. s�M: s� °ú̄�̀� 0 \�"f_Æ í�Hçß�5Åq�̧�� &ñ
_Æ��Ç��. ��r� ú́�K�"f h ! 0{9� M: î̈
ç�H5Åq�̧��H �FG��Ç°ú̄ 50 Ü¼�� �º§4���� s� °ú̄�̀� t = 0 \�"f_Æ 'K�ë5Ñ¢4́�¿(instantaneousveloity), ¢̧��H éß�í�Hy� ¢4́�¿(veloity)�� &ñ
_Æ��Ç��. ��ǑÉr r�y�� t \�"f_Æ 5Åq�̧�̧ °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��. 7£¤, r�y�� t \�"f_Æ 5Åq�̧ v(t) ��Hv(t) = limh!0 s(t+ h)� s(t)hÜ¼�� &ñ
_Æ��Ç��. #�l�"f s(t) ��H Óüt�̂_Æ 0Au�\�� ����?/Ù¼�� v(t) > 0 s���� �ª�_Æ ~½Ó�¾ÓÜ¼��,v(t) < 0 s���� 6£§_Æ ~½Ó�¾ÓÜ¼�� ¹¡§f��e���̀� _Æp���Ç��. 5Åq�̧_Æ ℄X��/°ú̄ jv(t)j \�� ¢4́�℄�(speed)s����� ��Ç��.{9�ìøÍ&h�Ü¼�� �<Ê�º y = f(x) \� �/�#� �x = h �� 0 \� ��Æ�0>f��\� ���� î̈
ç�H����oÖ���y�x = f(a+ h)� f(a)h�� #Q�"� °ú̄\� �º§4����� s� °ú̄�̀� x = a \�"f_Æ 'K�ë5Ñ£o>�ª	�·, ¢̧��H x = a \�"f_Æ i�&P�N�ÊÁ(derivative)���� ��� f 0(a); ¢̧��H; y0���x=a�������·p��.�FG��Ç°ú̄ f 0(a)���>rF�½+ÉM:�<Ê�º f ��H x = a\�"fi�&P����æ ���(di�erentiable)����Ç��. x = a+ h ���� ���� h! 0 {9� M: x! a s�Ù¼��f 0(a) = limh!0 f(a+ h)� f(a)h = limx!a f(x)� f(a)x� aÜ¼�� ����?/l��̧ ��Ç��.x = a U"��+ i�&P�N�ÊÁf 0(a) = limh!0 f(a+ h)� f(a)h = limx!a f(x)� f(a)x� aNote ��l� 2 _Æ �â
Äº��H r�çß� t = a \�"f 0Au��<Ê�º_Æ p�ì�r>��º�� 5Åq�̧�� �)a��. 7£¤,v(a) = s0(a)s���.�¹M� 3 ��6£§ �<Ê�º\� �/�#� x = 2 \�"f_Æ p�ì�r>��º\�� ½̈�#���.



98 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r(a) f(x) = x2(b) g(x) = px () h(x) = 1xSolution (a) &ñ
_Æ\� _Æ�#� ½̈���� ��6£§õ� °ú ��.f 0(2) = limh!0 (2 + h)2 � 22h= limh!0 4h+ h2h= limh!0(4 + h) = 4(b) &ñ
_Æ\� _Æ���� g0(2) = limh!0 p2 + h�p2h= limh!0 (p2 + h�p2)(p2 + h+p2)h(p2 + h+p2)= limh!0 hh(p2 + h+p2)= limh!0 1p2 + h+p2 = 12p2�̀� %3���H��.() ��r� &ñ
_Æ\� _Æ���� h0(2) = limh!0 12+h � 12h = limh!0 2� (2 + h)2h(2 + h)= limh!0 �12(2 + h) = �14�̀� %3���H��. �i�&P����æ ø5� Áþ�ÊÁ�M� ¥o>¢4́l���f �� x = a \�"f p�ì�r��0px����� ���. Õª�Q���f(x)� f(a) = f(x)� f(a)x� a (x� a)\�"f ��6£§ ¿º �FG��Ç°ú̄s� �>rF���Ç��.limx!a f(x)� f(a)x� a = f 0(a); limx!a(x� a) = 0����"f limx!a(f(x) � f(a)) = f 0(a) � 0 = 0¢̧��H limx!a f(x) = f(a)



℄j 1 ℄X� î̈
ç�H����oÖ��õ� í�Hçß�����oÖ�� 99s� $í
wn���Ç��. Õª�QÙ¼�� f ��H x = a \�"f ���5Åqs���. Õªo��� �/Äº"î
℄j\�� Òqty������\�<Ê�º f �� x = a \�"f ���5Åqs� ��m���� p�ì�r��0px�t� ·ú§��"��H �̄	�̀� ·ú� �º e����. Õª�Q�� Õª %i��Ér ���s� ��m���. ��r� ú́�K�"f f �� x = a \�"f ���5Åqs�����K�"f �½Ó�©� p�ì�r��0px��Ç �̄	�Ér ��m���.Note h > 0 s����"f 0 Ü¼�� °ú� M: Äº�FG��Çlimh!0+ f(a+ h)� f(a)h�� �>rF����� Õª °ú̄�̀� f 0+(a) �� ����?/�� x = a \�"f f _Æ ËÁi�&P�N�ÊÁ(right-hand deriva-tive)���� ��Ç��. ��ðøÍ��t���, h < 0 s����"f 0 Ü¼�� °ú� M: ýa�FG��Çlimh!0� f(a+ h)� f(a)h = � limh!0+ f(a� h)� f(a)h�� �>rF����� Õª °ú̄�̀� f 0�(a) �� ����?/�� x = a \�"f f _Æ ��i�&P�N�ÊÁ(left-hand deriva-tive)���� ��Ç��. �FG��Ç_Æ $í
|9���ÂÒ'� Äºp�ì�r>��º f 0+(a) ü< ýap�ì�r>��º f 0�(a) �� �>rF���� ¿º°ú̄s� °ú Ü¼��� f ��H x = a \�"f p�ì�r��0px���, s�M:f 0(a) = f 0+(a) = f 0�(a)s���.i�&P����æ Å℄Æ��6£§ ¿º "î
℄j��H 1lxu�s���.1. f ��H a \�"f p�ì�r��0px���.2. f 0+(a) ü< f 0�(a) �� �>rF���� f 0+(a) = f 0�(a)s���. s�M: f 0(a) = f 0+(a) s���.�¹M� 4 x = 0 \�"f �<Ê�º y = f(x) = jxj _Æ p�ì�r��0px$í
�̀� �̧���#���.Solution ½̈çß� [0; h℄ \�"f2 î̈
ç�H����oÖ���̀� ½̈����f(0 + h)� f(0)h = 8>>><>>>: hh = 1; h > 0�hh = �1; h < 02h < 0s���� ½̈çß� [0; h℄ ��H [h; 0℄ Ü¼�� &ñ
_Æ�l��� ��Ç��.



100 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rs�Ù¼�� f 0+(0) = 1; f 0�(0) = �1s���. ����"f f ��H 0 \�"f p�ì�r��0px�t� ·ú§��. ��¹M� 5 ��6£§ �<Ê�º�� x = 2 \�"f p�ì�r��0px��̧2�¤ b;  _Æ °ú̄�̀� ½̈�#���.f(x) = ( x2; x � 2bx+ ; x > 2Solution x = 2 \�"f p�ì�r��0px�Ù¼�� ���5Åqs�#Q�� ��Ç��. ����"flimx!2+(bx+ ) = 2b+  = f(2) = 4s���. x = 2 \�"f ýap�ì�r>��ºü< Äºp�ì�r>��º�� °ú ���� �Ù¼��f 0�(2) = limh!0� (2 + h)2 � 4h = 4f 0+(2) = limh!0+ b(2 + h) + � 2b� h = b\�"f b = 4;  = �4e���̀� ·ú� �º e����. �
-1 1 2 3 4

4

8

12

16

y � x2

y � 4 x- 4�±��¿�\� ¤n>ÌfCÅ℄ÆÄ»9þto�×¼\� ��ØÔ��� "é¶_Æ â��¤n>(tangent line)�Ér "é¶õ� ��Ç &h�\�"f ëß�����H f�����s���.



℄j 1 ℄X� î̈
ç�H����oÖ��õ� í�Hçß�����oÖ�� 101

ÕªXO������ {9�ìøÍ&h���� ÕªA�áÔ\� �/�#� ℄X�����Ér #Qb�G>� &ñ
_Æ½+ÉÆ�? "é¶õ� ℄X�����̀� ℄X�&h� ��H~½Ó\�"f SX��/K� ����� "é¶õ� ℄X����s� ��ÅÒ q�5pwK� �������. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� f 0(a) �� �>rF�½+É M: /BG���y = f(x) _Æ ÕªA�áÔ\�� &h� P (a; f(a)) ��H~½Ó\�"f SX��/���� ½+É�º2�¤ /BG����Ér f�����%�!3� �������. s���� �â
Äº /BG��� y = f(x)��H x = a\�"f �±��¿�\�ã��× ¤n>ÌfC(loally linear)s��� ��Ç��.
A

–2

0

2

4

6

8

–1 1 2

B

A

1.5

2

2.5

0.8 1 1.2

C

1.856

1.858

1.86

1.862

0.998 1 1.002

C

B

1.8

1.82

1.84

1.86

1.88

1.9

0.98 1 1.02ÕªA�áÔ\�� SX��/���� ½+É�º2�¤ /BG��� y = f(x) 0A_Æ ��Ç &h� P (a; f(a)) ��H~½Ó\�"f_Æ î̈
ç�H����oÖ��f(a+ h)� f(a)h��H p�ì�r>��º f 0(a) �� �º§4���Ç��. ����"f p�ì�r>��º f 0(a) \�� Õª &h�\�"f �̄�¤n>�+ e�	�·e�(slopeof urve)�� &ñ
_Æ���, &h� P (a; f(a)) \�"f /BG���_Æ l�Ö��l�ü< °ú �Ér l�Ö��l�\�� °ú���H f������̀� â��¤n>(tangent line)Ü¼�� &ñ
_Æ�l��� ��Ç��.



102 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�râ��¤n>�+ '�×ÇaÆ�Ï�/BG��� y = f(x)�� x = a\�"fp�ì�r��0px��������.s�M:/BG��� y = f(x)0A_Æ&h� P (a; f(a))\�"f ℄X����_Æ l�Ö��l���H m = f 0(a) = limh!0 f(a+ h)� f(a)hs���. ����"f &h� P (a; f(a)) \�"f ℄X����_Æ ~½Ó&ñ
d���Ér ��6£§õ� °ú ��.y � f(a) = f 0(a)(x � a)�¹M� 6 �íÓüt��� y = x2 0A_Æ &h� P (1; 1) \�"f ℄X����_Æ l�Ö��l���Hm = limh!0 (1 + h)2 � 12h = limh!0(2 + h) = 2s���. ����"f ℄X����_Æ ~½Ó&ñ
d���Éry � 1 = 2(x� 1); 7£¤, y = 2x� 1s���. �
P(1,1)

0

1

2

–1 1�¹M� 7 a 6= 0 {9� M:, x = a \�"f �<Ê�º y = f(x) = jxj _Æ p�ì�r>��º��Hf 0(a) = ( 1; a > 0�1; a < 0s���. Õª�Q�� x = 0 \�"f��H p�ì�r��0px�t��� ·ú§��. "é¶&h� s�ü�_Æ &h�\�"f ÕªA�áÔ��H �̧¿º ²DG�è&h�Ü¼�� f�����s���. Õª�Q�� "é¶&h�\�"f��H ���)� ��ǑÉr �©�S!�s� ZO�#Q�����. "é¶&h� ��H~½Ó\�"f��H ÕªA�áÔ\�� ��Áºo� SX��/�#��̧ ����ï ���_Æ f�����Ü¼�� ��s�t���H ·ú§��H��. 7£¤, p�ì�r>��º�� �>rF��t� ·ú§��H �â
Äº��H ²DG�è&h�Ü¼�� ���+þAs� ��m���. �
-1 1

0.5

1

-0.1 0.1

0.05

0.1

-0.01 0.01

0.005

0.01



℄j 1 ℄X� î̈
ç�H����oÖ��õ� í�Hçß�����oÖ�� 103{9�ìøÍ&h�Ü¼�� ²DG�è&h� ���+þA$í
õ� p�ì�r��0px$í
�Ér 1lxu�s���.�±��¿�\� ¤n>ÌfCÅ℄Æø� i�&P����æ Å℄Æ��6£§ ¿º "î
℄j��H 1lxu�s���.� y = f(x) ��H x = a \�"f ²DG�è&h�Ü¼�� ���+þAs���� y = f(x) ��H x = a \�"f p�ì�r��0pxs���. 7£¤, f 0(a) �� �>rF���Ç��.Note /BG��� y = 3px _Æ ÕªA�áÔ��H O(0; 0) ��H~½Ó\�"f SX��/���� y »¡¤õ� î̈
'����Ç f�����%�!3� �������. s� �â
Äº q�2�¤ ÕªA�áÔ��H ²DG�è&h�Ü¼�� ���+þAÜ¼�� ��s��� ²DG�è&h� ���+þAs����� �t� ·ú§��H��.7£¤, #Q�"� &h�\�"f ²DG�è&h� ���+þAs�êøÍ SX��/�%i��̀� M: y »¡¤õ� î̈
'���t� ·ú§Ü¼���"f f�����%�!3� ��s���H �â
Äº\�� {9�(����H��. SX��/�%i��̀� M: Õª ÕªA�áÔ�� y »¡¤õ� î̈
'����Ç +þAI��� ÷&��H �â
Äº��H ÊÁÒÏ�â��¤n>(vertial tangent)�̀� °ú���H���� ��Ç��. ��r� ú́�K�"flimh!0 f(a+ h)� f(a)h =1; ¢̧��H �1s���� y = f(x) ��H x = a \�"f �ºf��℄X�����̀� °ú���H���� ��Ç��.
-3 -2 -1 1 2 3

x

-1

1

y

.



104 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rV� 2 â�
 �¿Áþ�ÊÁ1 ℄X�\�"f �<Ê�º f �� &ñ
_Æ%i�_Æ ��Ç &h� x = a \�"f p�ì�r��0px½+É M: p�ì�r>��º f 0(a) \�� &ñ
_Æ�%i���. �<Ê�º f �� p�ì�r��0px��Ç &h�[þt_Æ |9�½+Ë�̀� I ���� ���� x 2 I \� �/�#�f 0(x) = limh!0 f(x+ h)� f(x)h�� &ñ
_Æ�)a �<Ê�º f 0 : I ! R �̀� f _Æ �¿Áþ�ÊÁ(derivative)���� ÂÒǑÉr��.�¿Áþ�ÊÁ�+ ÇaÆ�+�<Ê�º f(x) _Æ �̧�<Ê�º��H f 0(x) = limh!0 f(x+ h)� f(x)hs���.Note y = f(x) _Æ �̧�<Ê�º��H ��6£§õ� °ú s� #��Q ~½ÓZO�Ü¼�� �����·p��.y0; f 0(x); dydx ; dfdx (x)�¹M� 1 y = xn _Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���. éß�, n �Ér ������ºs���.Solution f(x) = xn s����� ���� /BNd��an � bn = (a� b)(an�1 + an�2b+ � � �+ abn�2 + bn�1)Ü¼��ÂÒ'� (x+ h)n � xnh= (x+ h� x)[(x + h)n�1 + (x+ h)n�2x+ � � �+ (x+ h)xn�2 + xn�1℄h= (x+ h)n�1 + (x+ h)n�2x+ � � �+ (x+ h)xn�2 + xn�1�̀� %3���H��. i = 1; : : : ; n \� �/�#�limh!0(x+ h)n�ixi�1 = xn�1s�Ù¼��limh!0 (x+ h)n � xnh = limh!0�(x+ h)n�1 + (x+ h)n�2x+ � � �+ (x + h)xn�2 + xn�1�= xn�1 + xn�1 + � � �+ xn�1 ( �̧¿º n >h)= nxn�1



℄j 2 ℄X� �̧�<Ê�º 105�̀� %3���H��. �Note �©��º�<Ê�º f(x) = 1 _Æ �̧�<Ê�º��H e��_Æ_Æ z�́�º x \� �/�#�f 0(x) = limh!0 f(x+ h)� f(x)h = limh!0 1� 1h = 0s���. s���H �©��º�<Ê�º\�� f(x) = x0 Ü¼�� ����?/��� 0A ��l�_Æ ���õ�ü< {9�u���Ç��.i�&P�ß��ÓÏ�s�℄j ¿º �<Ê�º_Æ ���íß�\� �/�#� �̧�<Ê�º\�� ½̈�#� ��l��� ��Ç��. ¿º �<Ê�º f; g �� p�ì�r��0px����� ���.(f(x + h) + g(x+ h))� (f(x) + g(x))h = f(x+ h)� f(x)h + g(x+ h)� g(x)hs�Ù¼�� �ª����\� h! 0 Ü¼�� °ú� M:_Æ �FG��Ç�̀� 2[K� ÅÒ���  »	!lr\� �/��Ç �FG��ÇZO�gË:Ü¼��ÂÒ'�(f + g)0(x) = limh!0 f(x+ h)� f(x)h + limh!0 g(x+ h)� g(x)h= f 0(x) + g0(x)\�� %3���H��. ¢̧��Ç �©��º  \� �/�#�(f)0(x) = limh!0 f(x+ h)� f(x)h =  limh!0 f(x+ h)� f(x)h = f 0(x)e���̀� ·ú� �º e����.TÒ¼, (�×ÊÁ�̄¹�+ i�&P�ß��p�ì�r��0px��Ç ¿º �<Ê�º f(x); g(x) \� �/�#� ��6£§s� $í
wn���Ç��.� (f(x)� g(x))0 = f 0(x) � g0(x)� (f(x))0 = f 0(x)�¹M� 2 ��6£§ ���½Ód��_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.f(x) = 2x4 � x3 + 3Solution 0A_Æ ¿º ���õ�\�� s�6 x����f 0(x) = (2x4)0 � (x3)0 + (3)0 = 8x3 � 3x2�̀� %3���H��. �



106 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r�¹M� 3 y = px _Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.Solution x > 0 \� �/�#�dydx = limh!0 px+ h�pxh= limh!0 px+ h�pxh � px+ h+pxpx+ h+px= limh!0 hh(px+ h+px)= 12pxs���. ��̄¹,  âÄ�+ i�&P�ß��ÓÏ�¿º �<Ê�º_Æ ½+Ë_Æ �̧�<Ê�º��H y�� �̧�<Ê�º\�� �8��Ç �̄	õ� °ú ��. ÕªXO������ ¿º �<Ê�º_Æ Y�L_Æ �̧�<Ê�º��H y�� �̧�<Ê�º\�� Y�L��Ç �̄	õ� °ú �̀�Æ�? ��r� ú́�K�"f(f(x)g(x))0 = f 0(x)g0(x)�� $í
wn�½+ÉÆ�? f(x) = g(x) = x ��� �â
Äº\�� Òqty��K� ����� ÕªXO�t� ·ú§6£§�̀� çß�éß�y� ·ú� �º e����. 7£¤,(f(x)g(x))0 = (x2)0 = 2xs�t�ëß� f 0(x)g0(x) = 1 � 1 = 1s�Ù¼�� (f(x)g(x))0 6= f 0(x)g0(x)s���. s�℄j Y�L_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈K� ��l��� ��Ç��. f; g �� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º���� ���.(f(x)g(x))0 = limh!0 f(x+ h)g(x+ h)� f(x)g(x)h_Æ ì�r��\�"f f(x)g(x + h) \�� NS�� �8����f(x+ h)g(x+ h)� f(x)g(x)= f(x+ h)g(x+ h)� f(x)g(x+ h) + f(x)g(x+ h)� f(x)g(x)= [f(x+ h)� f(x)℄g(x + h) + f(x)[g(x + h)� g(x)℄�� jþt �º e����. s���ÂÒ'�f(x+ h)g(x+ h)� f(x)g(x)h = f(x+ h)� f(x)h g(x+ h) + f(x)g(x + h)� g(x)h�̀� %3���H��. limh!0 g(x+ h) = g(x) s�Ù¼�� �ª����\� �FG��Ç�̀� 2[����(f(x)g(x))0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)



℄j 2 ℄X� �̧�<Ê�º 107�̀� %3���H��. g(x) 6= 0 ��� x \� �/�#� 1g(x) _Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈����� 1g(x)�0 = limh!0 1g(x+ h) � 1g(x)h= limh!0 g(x)� g(x+ h)hg(x+ h)g(x)= � limh!0 g(x+ h)� g(x)h limh!0 1g(x+ h)g(x)= � g0(x)[g(x)℄2 (3.1)e���̀� ·ú� �º e����.s�℄j Y�L_Æ p�ì�rZO�gË:õ� d�� (3.1) �̀� °ú s� s�6 x���� f(x)g(x) = f(x) � 1g(x) _Æ �̧�<Ê�º\�� ��6£§õ�°ú s� ½̈½+É �º e����. �f(x)g(x)�0 = f 0(x) 1g(x) + f(x)� 1g(x)�0= f 0(x)g(x) � f(x) g0(x)[g(x)℄2= f 0(x)g(x) � f(x)g0(x)[g(x)℄2�̄¹,  âÄ�+ i�&P�ß��p�ì�r��0px��Ç ¿º �<Ê�º f(x); g(x) \� �/�#� ��6£§s� $í
wn���Ç��.� (f(x)g(x))0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)� �f(x)g(x)�0 = f 0(x)g(x) � f(x)g0(x)[g(x)℄2�¹M� 4 ��6£§ �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.(a) y = (x2 � x+ 1)2(b) y = x3 + x2x2 + x+ 1Solution(a) f(x) = g(x) = x2 � x+ 1 ���� Z�~�� Y�L_Æ p�ì�rZO��̀� s�6 x����f 0(x) = g0(x) = 2x� 1



108 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rs�Ù¼�� [(x2 � x+ 1)2℄0 = (2x� 1)(x2 � x+ 1) + (x2 � x+ 1)(2x� 1)= 2(2x� 1)(x2 � x+ 1)s���.(b) x3 + x2x2 + x+ 1 = x� xx2 + x+ 1 Ü¼�� æ¼��� >�íß��̀� �8 çß�éß��>� ½+É �º e����.� x3 + x2x2 + x+ 1�0 = �x� xx2 + x+ 1�0= 1� 1 � (x2 + x+ 1)� x(2x+ 1)(x2 + x+ 1)2= 1� 1� x2(x2 + x+ 1)2 �
�¹M� 5 /BG��� y = x1 + x2 \� �/�#�(a) /BG��� 0A_Æ &h� (2; 0:4) \�"f ℄X����_Æ ~½Ó&ñ
d���̀� ½̈�#���.(b) x »¡¤õ� î̈
'����Ç ℄X����s� e��Ü¼��� �̧¿º ½̈�#���.() /BG��� 0A_Æ e��_Æ_Æ &h�\�"f ℄X����_Æ l�Ö��l���H 1 ���� &�|9� �º \O�6£§�̀� [O�"î
�#���.Solution (a) y0 = 1(1 + x2)� x(2x)(1 + x2)2 = 1� x2(1 + x2)2 s�Ù¼�� x = 2 \�"f ℄X����_Æ l�Ö��l���Hm = 1� 22(1 + 22)2 = � 325s���. ����"f ℄X����_Æ ~½Ó&ñ
d���Éry � 25 = � 325(x � 2) ) y = � 325x+ 1625s���.(b) l�Ö��l��� 0 s� ÷&��H x \�� ½̈����1� x2(1 + x2)2 = 0 ) x = �1s�Ù¼�� x »¡¤õ� î̈
'����Ç ¿º >h_Æ ℄X���� y = �12 s� �>rF���Ç��.() j1� x2j � 1 + x2 s�Ù¼�� e��_Æ_Æ x \� �/�#� ℄X����_Æ l�Ö��l���H��� 1� x2(1 + x2)2 ��� � ���1� x21 + x2 ��� � 1s���. ����"f ℄X����_Æ l�Ö��l���H �½Ó�©� ℄X��/°ú̄s� 1 ���� ������� °ú ��. �



℄j 2 ℄X� �̧�<Ê�º 109
-1 1

0.5

�¹M� 6 ��6£§ �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.(a) y = x�n = 1xn (n �Ér ������º)(b) y = x� 12 = 1pxSolution (a) (xn)0 = nxn�1 s�Ù¼��(��l� 1)� 1xn�0 = �nxn�1(xn)2 = �nx�n�1s���.(b) (px)0 = 12x�1=2 s�Ù¼��(��l� 3)� 1px�0 = � 12x�1=2(px)2 = �12x�3=2s���. ���l� 4 _Æ (a)\� _Æ���� �̧��H &ñ
�º n\� �/�#�(xn)0 = nxn�1 (3.2)s� $í
wn���Ç��. ¢̧��Ç n = �12{9� M:\��̧ (3.2) ��H $í
wn���Ç��. s��Q��Ç p�ì�rZO�gË:�Ér e��_Æ_Æ z�́�º n\� �/�#��̧ $í
wn���Ç��. s� p�ì�rZO�gË:�̀� ���æ¹V��̄¹�+ ß��ÓÏ�(power rule)s����� ÂÒØÔl��� ���Õª 7£x"î
�Ér 3 ℄X�(n s� Ä»o��º��� �â
Äº)õ� 4 �©� ?? ℄X�(n s� z�́�º��� �â
Äº, ���_þvë�H℄j)\�"f ¶ú�(R��l��� ��Ç��.���æ¹V��̄¹�+ i�&P�ß��ÓÏ�e��_Æ_Æ z�́�º r \� �/�#� ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.(xr)0 = rxr�1



110 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r�§N��¿Áþ�ÊÁy = f(x) �� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º����� f _Æ �̧�<Ê�º f 0 �̧ �<Ê�ºs���. ����"f f 0 s� p�ì�r��0px���� f 0 _Æ �̧�<Ê�º\�� Òqty��½+É �º e����. #�l�"f f 0 _Æ �̧�<Ê�º\�� f 00 �� ����?/�� f _Æ l�N��¿Áþ�ÊÁ(seond derivative)���� ÂÒǑÉr��.f 00(x) = (f 0(x))0 = ddx [f 0(x)℄��6£§õ� °ú �Ér l� ñ[þts� �̧¿º s�>��̧�<Ê�º\�� ����?/��H X<\� ��6 x�)a��.f 00(x); d2ydx2 ; ddx�dydx�; y00°ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� f _Æ ���>��̧�<Ê�º��H f 000 �� ����?/�� f 00 _Æ �̧�<Ê�º�� &ñ
_Æ��Ç��. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� ������º n \� �/�#� n >� �̧�<Ê�º��H f (n)(x) �� ����?/�� ��6£§õ� °ú s� )±ú�&h�Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.f (n)(x) = [f (n�1)(x)℄0 = ddx [f (n�1)(x)℄�¹M� 7 ��l� 4(a) _Æ �<Ê�º y = (x2 � x+ 1)2 _Æ s�>��̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.Solution y0 = 2(2x� 1)(x2 � x+ 1) s�Ù¼�� Y�L\� �/��Ç p�ì�rZO��̀� ��6 x����y00 = 2(2)(x2 � x+ 1) + 2(2x� 1)(2x� 1)= 12x2 � 12x+ 6�̀� %3���H��. ��¹M� 8 y = x4 � x3 + x s���� y0 = 4x3 � 3x2 + 1y00 = 12x2 � 6xy000 = 24x� 6y(4) = 24y(5) = 0s���. ����"f n � 5 s���� y(n) = 0 s���. �{9�ìøÍ&h�Ü¼�� ������º n \� �/�#� f(x) = xn s����f (n)(x) = n!; f (n+1)(x) = 0s���. ����"f f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � �+ a1x+ a0 s����f (n)(x) = n!an; f (n+1)(x) = 0



℄j 2 ℄X� �̧�<Ê�º 111s���. \V\�� [þt#Q, f(x) = (x + 2)(2x2 � 2x+ 1)(x� 1) s���� f ��H x _Æ 4 	�d��s��� x4 _Æ >��º��H 2 s�Ù¼�� f (4)(x) = 4! � 2 = 8; f (5)(x) = 0s���.s�>��̧�<Ê�º��H �<Ê�º_Æ ℄X����_Æ l�Ö��l�_Æ í�Hçß�����oÖ��s���. ����"f s�>��̧�<Ê�º��H /BG���_Æ �̧�ª��̀� [O�"î
���H X<\� ×�æ¹̄��Ç %i�½+É�̀� ��Ç��. �̧�<Ê�ºü< s�>��̧�<Ê�º\�� s�6 x�#� ÕªA�áÔ_Æ >h+þA�̀�Õªo���H �̄	�Ér 6 ℄X�\�"f ��ÀÒl��� ��Ç��.)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� &ñ
r� 8���)z�́�º ����̂ |9�½+Ë\�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º f �� �̧��H z�́�º x, y \� �/�#�jf(x)� f(y)j 5 2jx� yj 43���� ���. s�M: �<Ê�º f ��H �©��º�<Ê�º���t� �����t�\�� µ1ßy���.)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� �ºr� 4���)½̈çß� (�1;1)\�"f p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º f�� ��6£§ ¿º �̧|	�f(x+ y) = f(x) + f(y) + xy; limh!0 f(h)h = 5�̀� ëß�7á¤r�v����, f(x) = s���.



112 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rV� 3 â�
 ¥o>�tß��ÓÏ�ø� �℄�Áþ�ÊÁ ÇaÆh�2 ℄X�_Æ ��l� 4(a) \�� ��r� ¶ú�(R����. y = (x2 � x+ 1)2 \�"ff(u) = u2; u = g(x) = x2 � x+ 1s����� ���� y = g2(x) = f(g(x))ü< °ú s� ½+Ë$í
�<Ê�º�� ����èq �º e����. s�M:y0 = 2(x2 � x+ 1)(2x� 1)�Ér f ü< g \�� s�6 x�#� ����?/��� f 0(u) = 2u s�Ù¼��y0 = f 0(g(x))g0(x) (3.3)s� $í
wn���Ç��.¥o>�tß��ÓÏ�s��Q��Ç �'a>�d�� (3.3) �Ér {9�ìøÍ&h���� ½+Ë$í
�<Ê�º\� �/�#��̧ $í
wn���Ç��. y = f(x); z = g(y) ��p�ì�r��0px��Ç �<Ê�ºs��� F (x) = (g Æ f)(x) = g(f(x))���� ���. u(t) = f(t)� f(x)t� x � f 0(x)v(s) = g(s)� g(y)s� y � g0(y)�� &ñ
_Æ���� �̧��H t; x; s; y \� �/�#�f(t)� f(x) = (t� x)[f 0(x) + u(t)℄g(s)� g(y) = (s� y)[g0(y) + v(s)℄�� $í
wn���Ç��. ����"f s = f(t); y = f(x) {9� M:F (t)� F (x) = g(f(t))� g(f(x))= [f(t)� f(x)℄[g0(y) + v(s)℄= (t� x)[f 0(x) + u(t)℄[g0(y) + v(s)℄s�Ù¼�� F (t)� F (x)t� x = [f 0(x) + u(t)℄[g0(y) + v(s)℄s���. Õª�Q�� &ñ
_Æ\� _Æ�#� limt!xu(t) = 0; lims!y v(s) = 0
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o� 113s�Ù¼�� F 0(x) = limt!x F (t)� F (x)t� x = f 0(x)g0(y) = f 0(x)g0(f(x))s� $í
wn���Ç��. ½+Ë$í
�<Ê�º\� �/��Ç s��Q��Ç p�ì�rZO�gË:�̀� ¥o>�tß��ÓÏ�(hain rule)s����� ��Ç��.¥o>�tß��ÓÏ��<Ê�º g(y) �� y = f(x) \�"f p�ì�r��0px��� �<Ê�º f(x)) �� x \�"f p�ì�r��0px����� ���. Õª�Q��� ½+Ë$í
�<Ê�º F (x) = g(f(x)) ��H x \�"f p�ì�r��0px��� ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.F 0(x) = g0(f(x))f 0(x)Note ����WZO�gË:�Ér [j >h s��©�_Æ �<Ê�º�� ½+Ë$í
÷&%3��̀� M:\��̧ °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ÅÒ#Q�����. \V\��[þt#Q x = h(t); y = g(x); z = f(y)���� ���� z = f(g(x)) = f(g(h(t))) \� �/�#�dzdt = dzdx dxdt = dzdy dydx dxdts���. ����"f F (t) = (f Æ g Æ h)(t) = f(g(h(t)))\� �/�#� F 0(t) = dzdt = dzdy dydx dxdt= f 0(y)g0(x)h0(t)= f 0(g(h(t)))g0(h(t))h0(t)�̀� %3���H��.�¹M� 1 ��6£§ �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.(a) y = [g(x)℄n (éß�, g(x) ��H p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º)(b) y = (x2 + 1)3(3x2 � 1)4Solution(a) f(u) = un; u = g(x) ���� ���� f 0(u) = nun�1 s���y = f(g(x))s�Ù¼�� dydx = f 0(g(x))g0(x) = n[g(x)℄n�1g0(x)s���.



114 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r(b) Äº��� Y�L_Æ p�ì�rZO�gË:\� _Æ�#�dydx = h(x2 + 1)3i0(3x2 � 1)4 + (x2 + 1)3h(3x2 � 1)4i0s���. f(u) = u3; g(x) = x2 + 1 �� Z�~Ü¼��� (x2 + 1)3 = f(g(x)) s�Ù¼�� 'Í	 ���P: p�ì�r�Ér[f(g(x))℄0 = 3(g(x))2g0(x) = 3(x2 + 1)2(2x) = 6x(x2 + 1)2s���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼��h(3x2 � 1)4i0 = 4(3x2 � 1)3(6x) = 24x(3x2 � 1)3�̀� %3���H��. ����"fdydx = 6x(x2 + 1)2(3x2 � 1)4 + 24x(x2 + 1)3(3x2 � 1)3= 6x(x2 + 1)2(3x2 � 1)3(7x2 + 3)s� �)a��. �£�̧Áþ�ÊÁ ªS·�× ÇaÆ�+ÛÖS Áþ�ÊÁ�<Ê�º�� y = x2 � 2; y = x logxü< °ú s� y = f(x) g1J�� æ¼#�&���̀� M: )�×Áþ�ÊÁ ªS·�× Ø̧«Å�bC�7���(de�ned expliitly)�� ��Ç��.Õª�Q�� x2 + y2 = 25; x3 + y3 = 6xy (3.4)ü< °ú s� �<Ê�º_Æ �'a>�d��s� "î
SX�y� ÅÒ#Qt�t� ·ú§��H �â
Äº�̧ e����. {9�ìøÍ&h�Ü¼��F (x; y) = s�����H �'a>�d��Ü¼�� �<Ê�º�� ÅÒ#Q��� �â
Äº £�̧Áþ�ÊÁ ªS·�× Ø̧«Å�bC�7���(de�ned impliitly)�� ��Ç��. �<Ê�º�� 6£§�<Ê�º g1J�� ÅÒ#Q��� �â
Äº ³ð�&³�)a d���̀� (²DG�è&h�Ü¼��) y \� �/�#� Û��#Qy = f(x)ü< °ú s� �ª��<Ê�º g1J�� ����èq �º e����H �â
Äº�� e����. \V\�� [þt#Q x2 + y2 = 25 �̀� y \� �/�#� Û����� y = �p25� x2s� �)a��. ����"f x2 + y2 = 25 �̀� �ª��<Ê�º g1J�� ��Ë̈#Q æ¼��� ��6£§õ� °ú s� ¿º >h_Æ �<Ê�º�� ³ð�&³s� �)a��. f1(x) =p25� x2; f2(x) = �p25� x2
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Note {9�ìøÍ&h�Ü¼�� 6£§�<Ê�º�� ÅÒ#Q��� ÕªA�áÔ��H ���_Æ �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ�� ��m��� #��Q �<Ê�º_ÆÕªA�áÔ_Æ ½+Ë|9�½+Ës���.�¹M� 2 "é¶ x2 + y2 = 25 0A_Æ &h� (3;�4) \�"f ℄X����_Æ ~½Ó&ñ
d���̀� ½̈�#���.Solution ℄X����_Æ l�Ö��l�\�� ¿º ��t� ~½ÓZO�Ü¼�� ½̈K� ��l��� ���.'�×ß�� 1. &h� (3;�4) ��H~½Ó\�"f �ª��<Ê�º�� ��5g æ¼���y = �p25� x2 = �(25� x2)1=2s���. f(x) = �x1=2; g(x) = 25� x2 Ü¼�� æ¼��� y = f(g(x)) s���f 0(x) = �12x�1=2; g0(x) = �2xs�Ù¼�� y0 = f 0(g(x))g0(x) = xp25� x2s� �)a��. ����"f &h� (3;�4) \�"f ℄X����_Æ l�Ö��l���Hf 0(3) = 34s���.'�×ß�� 2. ½+Ë$í
�<Ê�º_Æ p�ì�rZO��̀� s�6 x�#� x2 + y2 = 25 _Æ �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����ddx (x2 + y2) = ddx25 ) 2x+ 2y dydx = 0s���. ����"f &h� (3;�4) \�"f dydx = �xy = 34s���.Õª�QÙ¼�� ℄X����_Æ ~½Ó&ñ
d���Éry + 4 = 34(x� 3) ) y = 34x� 254s���. �
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4£�̧Áþ�ÊÁ i�&P�ß����l� 3 _Æ ¿º ���P: Û��s�%�!3� 6£§�<Ê�º\�� �ª��<Ê�º g1J�� ��Ë̈t� ·ú§�� p�ì�r>��º\�� ½̈���H �̄	�̀�£�̧Áþ�ÊÁ�+ i�&P�ß��(impliit di�erentiation)s����� ��Ç��. s� ~½ÓZO��̀� s�6 x���� 6£§�<Ê�º g1J��ÅÒ#Q��� �<Ê�º\�� �ª��<Ê�º g1J�� ��Ë̈t� ·ú§���̧ ÅÒ#Q��� &h�\�"f p�ì�r>��º\�� ½̈½+É �º�� e����.£�̧Áþ�ÊÁ�+ i�&P�ß��� 6£§�<Ê�º_Æ �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r��Ç��. s�M: y ��H x _Æ �<Ê�º�� çß�ÅÒ��Ç��.� dy=dx \�� �í�<Ê���H �½Ó�̀� ~½Ó&ñ
d��_Æ ��Ç ���Ü¼�� &ñ
o��#� dy=dx \� �/�#� ó�r��.�¹M� 3 Ä»o��º r \� �/�#� y = xr s����� ���. ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.y0 = dydx = rxr�1Solution "f�� �è��� &ñ
�º p; q \� �/�#� r = qp ���� ���. Õª�Q���yp = xq�� ÷&�� �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����pyp�1y0 = qxq�1�̀� %3���H��. y0 = qpxq�1y1�p = rxq�1x(1�p) qp\�"f x _Æ t��º\�� >�íß�����q � 1 + (1� p)qp = q � 1 + qp � q = r � 1
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o� 117�̀� %3���H��. ����"f y0 = rxr�1s� $í
wn���Ç��. ��¹M� 4 �'a>�d�� x3 + y3 = 6xy \�"f dy=dx \�� ½̈�#���.Solution �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����ddx (x3 + y3) = ddx (6xy) ) 3x2 + 3y2 dydx = 6y + 6xdydxs���. dydx \�� ��ÇAá¤Ü¼�� �̧�� dydx \� �/�#� Û�����(3y2 � 6x)dydx = 6y � 3x2 ) dydx = 2y � x2y2 � 2xs���. �6£§�<Ê�º_Æ p�ì�rZO��Ér ��>�p�ì�r>��º\�� ½̈���H X<\��̧ ��6 x½+É �º e����.�¹M� 5 �'a>�d�� y2 + xy = 1 \�"f y00 \�� ½̈�#���.Solution �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����2yy0 + y + xy0 = 0 (3.5)s��� (3.5) _Æ �ª�����̀� ��r� x \� �/�#� p�ì�r�����2(y0)2 + 2yy00�+ y0 + �y0 + xy00� = 0s���. y00 �̀� ��Ç���Ü¼�� �̧�� &ñ
o�����(2y + x)y00 = �2(y0)2 � 2y0s���. y0 = �y=(2y + x) s�Ù¼�� �/{9��#� &ñ
o�����y00 = �2(y0)2 + 2y02y + x = 2y2 + 2xy(2y + x)3s���. ��℄�Áþ�ÊÁ ÇaÆh�f(x) = 2x� 1õ� f_Æ %i��<Ê�º f�1(x) = 12x+ 12��H l�Ö��l��� y��y�� 2 ü< 1=2 �� "f�� %i��ºs���. s��̄	�Ér l�Ö��l��� 0 s� ����� �̧��H {9�	��<Ê�º\��/�#� $í
wn����H ��z�́s���. 7£¤, y = f(x) = ax+ b (a 6= 0)



118 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r_Æ %i��<Ê�º��H y = f�1(x) = xa � bas�Ù¼�� f _Æ l�Ö��l� a ü< f�1 _Æ l�Ö��l� 1a ��H �½Ó�©� %i��ºs���. s��̄	�Ér f����� y = x \� �/�#��/g�A s�1lx�̀� ���� f�����_Æ l�Ö��l���H �½Ó�©� "f��_Æ %i��º�� ÷&l� M:ë�Hs���.s��Q��Ç f ü< g = f�1 _Æ l�Ö��l�\� �/��Ç %i��º �'a>���H ���+þA�<Ê�º�� ����� ��ǑÉr �â
Äº\��̧ %i�r� $í
wn���Ç��.3 Õª�Q�� s� �â
Äº #Q�"� &h�\�"f_Æ l�Ö��l�\�� ���9K��� ���Ht�\�� ���×�æy� óøÍéß��#��� ��Ç��. &h� (a; f(a)) \�"f y = f(x) _Æ l�Ö��l��� f 0(a) 6= 0 s������ &h� (f(a); a) \�"f y = g(x)_Æ l�Ö��l���H 1=f 0(a) s���. ����"f b = f(a) �� Z�~Ü¼��� a = g(b) s���g0(b) = 1f 0(a) = 1f 0(g(b))s���.
y

x

y = x

(b,a)

(a,b)

y = f(x)

y = f -1(x)

f'(a)

(f -1)' (b)

�℄�Áþ�ÊÁ ÇaÆh�½̈çß�\�"f &ñ
_Æ�)a p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x) �� &ñ
_Æ%i�_Æ �̧��H &h�\�"f f 0(x) 6= 0 s����, f_Æ %i��<Ê�º g = f�1 �� �>rF���� p�ì�r��0px���. b = f(a) \�"f g = f�1 _Æ p�ì�r>��º��H ��6£§õ� °ú ��. g0(b) = 1f 0(a) = 1f 0(g(b)) (3.6)Note 1. %i��<Ê�º &ñ
o�_Æ ���Ǒ:r�Ér ��s�áÔm�ÞÔ_Æ ³ðl�ZO��̀� s�6 x���� ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.dxdy = 1dy=dx2. %i��<Ê�º�� �>rF���� p�ì�r��0px�����H �̄	�̀� îß������ (3.6) �Ér 6£§�<Ê�º_Æ p�ì�rZO�Ü¼���̧ ~1�>� ��{9� �º e����. 7£¤, g(f(x)) = x s�Ù¼�� �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����g0(f(x))f 0(x) = 13#QÖ¼ &h�\�"f /BG���_Æ l�Ö��l���H Õª &h�\�"f ℄X����_Æ l�Ö��l��� &ñ
_ÆH�d�̀� l�%3����.
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o� 119s���. b = f(a) s���� a = g(b) s�Ù¼�� g0(b) = 1f 0(g(b))s���.�¹M� 6 �<Ê�º f(x) = x3 + 3x ��H �̧��H z�́�º\�"f %i��<Ê�º g �� �>rF��<Ê�̀� [O�"î
���, s�M: p�ì�r>��º g0(4) \�� ½̈�#���.Solution e��_Æ_Æ z�́�º x \� �/�#�f 0(x) = 3x2 + 3 > 0s�Ù¼�� %i��<Ê�º &ñ
o�\� _Æ�#� %i��<Ê�º g �� �>rF���Ç��.f(a) = a3 + 3a = 4s���� a = 1 s�Ù¼�� g(4) = 1 s���. ����"fg0(4) = 1f 0(g(4)) = 1f 0(1) = 16s���. �
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 �¿Áþ�ÊÁ�+ £� £� /BN�̧�ª�_Æ Û�æ���\� ��|���̀� Ô��#Q V,�Ü¼��� r�çß�s� t�z��\� ���� Û�æ���_Æ ìøÍt�2£§�̧ Zþt#Q����, ³ð���&h�õ� ÂÒx��̧ Zþt#Qèß���. ìøÍt�2£§õ� ³ð���&h�, ÂÒx���H "f�� �'aº��s� e����. ��r� ú́�K�"f, �����H ��ǑÉr ���_Æ �<Ê�º�� ����èq �º e����. ú́§�Ér �â
Äº ÂÒx�_Æ ����oÖ���̀� ½̈�l��� ìøÍt�2£§s��� ³ð���&h�_Æ ����oÖ���̀� ½̈���H �̄	���� �s̀��� çß�éß����. ����"f ÂÒx�_Æ ����oÖ���̀� s�6 x�#� ��ǑÉr ����oÖ���̀� ½̈½+É �º e������� �s̀��� ò́Ö��&h�s� |̈ �̄	s���. s�XO�>� ����'a�)a ¿º ����º_Æ �<Ê�º �'a>�ü< ��Ç ����º_Æ ����oÖ���̀� s�6 x�#� ��ǑÉr ����º_Æ ����oÖ���̀� ½̈�#� ��l��� ��Ç��. s�M:, ½̈���H ����oÖ���Ér �/ÂÒì�r r�çß�\� �/��Ç ����oÖ��s���.�¹M� 1 ½̈ �̧�ª�_Æ �/+þAÛ�æ���\� ì�r{©� 4000 l _Æ ó¡�µ¢§�̀� Ô��#Q V,��� e����. s� Û�æ����Ér ³ð���&h�s�400�m2 s��\�"f��H îß�����t�ëß� s����� �8 V,�#Qt���� ��\P�|̈ 0A+«>$í
s� e������ ��Ç��. ³ð���&h�s� 400�m2 {9� M: r�çß�\� �/��Ç ìøÍt�2£§_Æ ����oÖ��õ� ³ð���&h�_Æ ����oÖ���̀� ½̈�#���.Solution ìøÍt�2£§s� r {9� M: ³ð���&h�õ� ÂÒx���H y��y��S = 4�r2; V = 43�r3s���. ³ð���&h�s� 400�(m2) {9� M: ìøÍt�2£§�Ér r = 10(m) s��� ÂÒx�_Æ r�çß�\� ��ǑÉr ����oÖ���ÉrdVdt = 4(m3=min)s���.4 ����"f ÂÒx�_Æ d��\�"f �ª�����̀� t \� �/�#� p�ì�r����dVdt = 43� � 3r2 drdts���. ����"f r = 10 {9� M:4 = 4� � 102 drdt ) drdt = 1100� � 0:0032s�Ù¼�� ìøÍt�2£§_Æ ����oÖ���Ér drdt � 0:0032(m=min) = 0:32(m=min)s���. ³ð���&h�_Æ ����oÖ���Ér ³ð���&h�_Æ d���̀� t \� �/�#� p�ì�r����dSdt = 4� � 2rdrdts�Ù¼�� r = 10 {9� M: drdt = 0:032 e���̀� s�6 x����dSdt = 8� � 10 � 0:032 � 8:04(m2=min)e���̀� ·ú� �º e����. �Note s� ��l�\�"f �̂� �º e��1pws� #Q�"� éß�0A\�� ��6 x�Ö¼��\� ���� ��ǑÉr ²ú��̀� %3��̀� �º e����.Õª�Q�� éß�0A\�� 8̈�íß����� °ú �Ér ²ú��̀� %3���H��. s���� 7áxÀÓ_Æ ë�H℄j\�"f ��6 x���H éß�0A\�� {9��'a÷&>� :�x{9��#� ÅÒ�̧2�¤ ÅÒ_Æ�#��� ��Ç��.41m3 = 1000l s���.



℄j 4 ℄X� �̧�<Ê�º_Æ 6£x6 x 121�¹M� 2 ��6£§õ� °ú s� ��s�Û¼ß¼aË>�BH �̧�ª�("é¶Þ��)_Æ Óüt×��ß¼\�"f �í{©� 300 l _Æ Óüts� ��4R������ e����. Óüt_Æ Z�}s��� 5m {9� M: Z�}s�_Æ ����oÖ���̀� ½̈�#���. ¢̧, Z�}s��� 2m {9� M: Z�}s�_Æ ����oÖ���Ér 5m {9� M:_Æ Y>� C��� ÷&��H��?
h

10

r

6

Solution Óüt×��ß¼\� $��©��)a Óüt_Æ �ª��̀� V ���� ����dVdt = �0:3 (m3=se) (3.7)s���. Z�}s��� h {9� M: �º���_Æ ìøÍt�2£§�̀� r s����� ���� f��y�����y��+þA_Æ ²ú©6£§q�\�"fh : 10 = r : 6 ) r = 35h�̀� %3���H��. ����"f Z�}s��� h {9� M: Óüt_Æ ÂÒx���HV = 13�r2h = 13� 925h2h = 325�h3 (m3) (3.8)s��� ����WZO�gË:\� _Æ�#� ÂÒx�_Æ ����oÖ���Ér ��6£§õ� °ú ��.dVdt = 325��3h2 dhdt � = 925�h2 dhdt (3.9)h = 5 {9� M: d�� (3.7) õ� (3.9) \�"f�0:3 = 925�52 dhdt = 9�dhdt ) dhdt = � 130� � �0:0106�̀� %3���H��. #�l�"f � ÂÒ ñ��H Z�}s��� ±ú���f���̀� _Æp���Ç��. ¢̧��Ç, Z�}s��� 2 {9� M: Z�}s�_Æ ����oÖ���Ér �0:3 = 925�22 dhdt = 9� � 425 dhdt ) dhdt = �254 � 130�s� ÷&Ù¼�� 5m {9� M: ����oÖ��_Æ 254 = 6:25 C��� �)a��. ��¹M� 3 �§	��� ·¡¤Aá¤\�"f �§	���\�� �¾Ó�#� �â
¹1Ïí�H¹1Ï	��� r�5Åq 60 km �� ²ú�o��� e����. �§	��� ·¡¤Aá¤ 0.75 km t�&h�\�"f �§	��� 1lxAá¤ 1 km t�&h�\�"f 1lxAá¤Ü¼�� ²ú�o���H õ�5Åq	�|¾Ó�̀� µ1Ï|
��%i���. í�H¹1Ï	�\� e����H Speed gun Ü¼�� 8£¤&ñ
��Ç s� 	�_Æ 5Åq�̧�� r�5Åq 40 km {9� M: s� 	�_Æ z�́



122 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r℄j 5Åq�̧\�� ½̈�#���.Solution �§	���\�� "é¶&h�Ü¼�� ��� x »¡¤_Æ �ª�_Æ ~½Ó�¾Ós� 1lxAá¤, y »¡¤_Æ �ª�_Æ ~½Ó�¾Ó�̀� ·¡¤Aá¤s����� ���. x(t) \�� r�y�� t \�"f õ�5Åq	�|¾Ó_Æ x ýa³ð, y(t) \�� í�H¹1Ï	�_Æ y ýa³ð���� ���. Õª�Q���ÅÒ#Q��� �̧|	��Ér x(0) = 1; y(0) = 0:75; dydt ���t=0 = �60 (3.10)Ü¼�� jþt �º e���� õ�5Åq	�|¾Ó_Æ 5Åq�̧��H dxdt s���. í�H¹1Ï	�ü< õ�5Åq	�|¾Ó_Æ ��o�\�� z ���� ����z =px2 + y2; ¢̧��H z2 = x2 + y2 (3.11)s� $í
wn���Ç��. d�� (3.11) �̀� 6£§�<Ê�ºp�ì�rZO�Ü¼�� p�ì�r����2z dzdt = 2xdxdt + 2y dydt ; ¢̧��H z dzdt = xdxdt + y dydt (3.12)�̀� %3���H��. t = 0 \�"f z(0) =px2(0) + y2(0) =r(34)2 + 12 = 54s��� speed gun _Æ 5Åq�̧ 8£¤&ñ
\� _Æ�#� dzdt ���t=0 = 40s�Ù¼�� �̧|	� (3.10) �̀� d�� (3.12) \� V,�#Q ÅÒ���54 dzdt = 1 � dxdt + 34 � dydt ) 54 � 40 = dxdt + 34 � (�60)\�"f dxdt = 50 + 3460 = 95(km=hour)s���. Õª�QÙ¼�� õ�5Åq	�|¾Ó_Æ z�́℄j5Åq�̧��H r�5Åq 95km s���. �



℄j 5 ℄X� î̈
ç�H°ú̄&ñ
o�ü< �FG°ú̄ 123V� 5 â�
 Ë̂Æ!C�G±êÇaÆh�ÿ? ;³�G±ê&ñ
_Æ%i�s� z�́�º|9�½+Ë��� �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� ÕªǑ2;���� ���. Ä»��Ç��Ç î̈
���\� ÕªA�áÔ\�� Õªo��9��� x_Æ #3�0A\�� #QÖ¼ &ñ
�̧ ú̧���"f Õª�9�� ½+ÉÆ�? ��6£§�Éry = x3 � 120x_Æ ÕªA�áÔ\�� ½̈çß� [�5; 5℄ \�"f ÕªǑ2; �̄	s���.
-5 5

x

200

-200

400

-400

y

ÕªA�áÔ��H ÅÒ#Q��� ½̈çß�\�"f éß�í�Hy���è���H �̧�ª��̀� ��s���HX< s���H limx!1 y =1 ����H ��z�́�̀� Òqty������ ÕªA�áÔ ����̂_Æ :£¤$í
s����� �̂� �º��H \O���. s�XO�>� �<Ê�º ����̂_Æ :£¤$í
s� ������t� ·ú§Ü¼Ù¼�� ��6£§õ� °ú s� x _Æ #3�0A\�� Zþt#�"f ��r� Õª�9 ����. ��6£§�Ér °ú �Ér �<Ê�º\�� ½̈çß� [�50; 50℄\�"f ÕªǑ2; �̄	s���.
-40 40

x

100 000

-100 000

y

s����\���H �<Ê�º��H éß�í�H7£x�����H �̧�ª��̀� ��s���HX< [�5; 5℄ \�"f ÕªǑ2; ÕªA�áÔ��ÂÒ'� s� ¢̧��Ç ��z�́s� ��_���̀� ·ú� �º e����. s��Q��Ç �&³�©��Ér �<Ê�º_Æ u�%i�s� ��ÅÒ &�t����"f "é¶&h���H~½Ó\�"f {9�#Q����H �©��/&h�Ü¼�� ����Ér ����o�� r�y���o÷&t� ·ú§��¤l� M:ë�Hs���. ��6£§�Ér ½̈çß� [�15; 15℄ \�"f °ú �Ér�<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� ÕªǑ2; �̄	s���.
-10 10

x

200

-200

400

-400

y



124 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rs� ÕªA�áÔ\� _Æ���� ��� �6 Æ�t���H 7£x������� 6 Æ�t���H y���è��� ��r� Õª s�Êê\���H 7£x�����H+þAI�\�� ��#�ï�r��. ����"f s�ÕªA�áÔ��H ·ú¡_Æ¿º ÕªA�áÔ�����s̀��� ú́§�Ér&ñ
��\�� Äºo�\�>����K� ï�r��. s�XO�>� �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� Õªwn= M: #QÖ¼ ½̈çß�\�"f ÕªA�áÔ\�� Õªo�Ö¼��\� ���� Äºo���%3��̀� �º e����H &ñ
��_Æ �ª�s� ²ú��������. s�℄j �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� Õªwn= M: %3����� ���H &ñ
��\�� ¶ú�(R���� Õª &ñ
��[þt�̀� �̧¿º ����?/�9��� ÕªA�áÔ\�� #QÖ¼ ½̈çß�\�"f Õª�9�� ���Ht�\�� ¶ú�(R��l�����Ç��.��·�+ ÇaÆh�þj�/°ú̄�þj�è°ú̄ &ñ
o�\� _Æ���� {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f &ñ
_Æ�)a ���5Åq�<Ê�º��H �½Ó�©� þj�/°ú̄õ� þj�è°ú̄�̀� °ú���H��. s� ���õ�\�� s�6 x���� ��6£§ ��·�+ ÇaÆh�(Rolle's theorem)\�� 7£x"î
½+É �º e����.��·�+ ÇaÆh��<Ê�º f(x) �� {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åqs��� \P�Ǒ2; ½̈çß� (a; b) \�"f p�ì�r��0px����� ���.f(a) = f(b) s���� f 0() = 0�̀� ëß�7á¤���H  �� ½̈çß� (a; b) îß�\� &h�#Q�̧ ��� �>rF���Ç��.�<Ê�º f(x) ��{���2³ ½̈çß� [a; b℄\�"f ���5Åqs�Ù¼��, s� ½̈çß�\�"f þj�/°ú̄ M õ� þj�è°ú̄ m �̀� °ú���H��.1. M = m s���� f(x) ��H {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f �©��º�<Ê�ºs���. ����"f a <  < b ��� �̧��H \� �/�#� f 0() = 0s� $í
wn���Ç��.
M=m

a b

M

m

a bc2. M > m s���� f(a) = f(b) s�Ù¼�� \P�Ǒ2;½̈çß� (a; b) _Æ ��Ç &h�  \� �/�#�f() = M ¢̧��H f() = ms� $í
wn���Ç��. ëß���� f() = M s���� + h 2 [a; b℄ ��� �̧��H h \� �/�#�f(+ h) � f()



℄j 5 ℄X� î̈
ç�H°ú̄&ñ
o�ü< �FG°ú̄ 125s���. ����"f h > 0 s���� f(+ h)� f()h � 0s��� f(x) �� x =  \�"f p�ì�r��0px�Ù¼��f 0() = limh!0+ f(+ h)� f()h � 0s���. ��ðøÍ��t��� h < 0 s���� f(+ h)� f()h � 0s��� f(x) �� x =  \�"f p�ì�r��0px�Ù¼��f 0() = limh!0� f(+ h)� f()h � 0s���. ����"f f 0() = 0 s���. f() = m ��� �â
Äº_Æ 7£x"î
�Ér ���_þvë�H℄j�� z��|����.Note. �<Ê�º f(x) �� \P�Ǒ2;½̈çß� (a; b) \�"f p�ì�r��0px�����H �̧|	�s� $í
wn��t� ·ú§Ü¼��� \��_Æ &ñ
o���H $í
wn��t� ·ú§�̀� �º�̧ e����. \V\�� [þt#Q, f(x) = jxj ��H {���2³ ½̈çß� [�1; 1℄ \�"f ���5Åqs���f(�1) = f(1) = 1 s�t�ëß�, \P�Ǒ2; ½̈çß� (�1; 1) \�"f f 0() = 0 ���  ��H �>rF��t� ·ú§��H��.

Ë̂Æ!C�G±ê ÇaÆh�\��_Æ &ñ
o�\�� s�6 x���� ��6£§ Ë̂Æ!C�G±ê ÇaÆh�(mean value theorem)\�� %3���H��.Ë̂Æ!C�G±ê ÇaÆh��<Ê�º f(x) �� {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åqs��� \P�Ǒ2; ½̈çß� (a; b) \�"f p�ì�r��0px����� ���.Õª�Q��� ��6£§ 1pxd�� f 0() = f(b)� f(a)b� a�̀� ëß�7á¤���H  �� ½̈çß� (a; b) îß�\� &h�#Q�̧ ��� �>rF���Ç��.Note î̈
ç�H°ú̄&ñ
o���H #Q�"� ½̈çß�\�"f &ñ
_Æ�)a p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º_Æ î̈
ç�H����oÖ��õ� °ú �Ér í�Hçß�����oÖ���̀� °ú���H &h�s� �>rF���Ç����H �̄	�̀� ú́�K� ï�r��.



126 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rf(x)
a  b\��_Æ &ñ
o���ÂÒ'� î̈
ç�H°ú̄ &ñ
o�\�� 7£x"î
�l� 0A�#� �<Ê�º g(x) \�� ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ���.g(x) = f(x)� f(a)� f(b)� f(a)b� a (x� a)g(x) ��H ½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åqs��� ½̈çß� (a; b) \�"f��H p�ì�r��0px���. ¢̧��Çg(a) = g(b) = 0s�Ù¼�� \��_Æ &ñ
o�\� _Æ�#� 0 = g0() = f 0()� f(b)� f(a)b� a�̀� ëß�7á¤���H  �� \P�Ǒ2; ½̈çß� (a; b) îß�\� �>rF���Ç��.



℄j 5 ℄X� î̈
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o�ü< �FG°ú̄ 127�¿Áþ�ÊÁÿ? Áþ�ÊÁ�+ ¤� ḈÔ½̈çß� [a; b℄ \�"f f 0(x) = 0 s����� ���. î̈
ç�H°ú̄&ñ
o�\� _Æ���� x 2 I \� �/�#�f(x)� f(a)x� a = f 0() = 0���  2 [a; b℄ �� �>rF���Ç��. ����"f �̧��H x 2 [a; b℄ \� �/�#�f(x) = f(a)��� �©��º�<Ê�º�� �)a��. s�℄j #Q�"� ½̈çß� I \�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º y = f(x) \� �/�#� f 0(x) > 0 s����#Q�"� {9�s� {9�#Q����Ht� ¶ú�(R��l��� ���. ½̈çß� ?/_Æ e��_Æ_Æ ¿º &h� x; y (x < y) \� �/�#�f(y)� f(x)y � x = f 0()��� &h�  �� [x; y℄ \� �>rF���Ç��. ����"f x < y s����f(y)� f(x) = f 0()(y � x) > 0s� $í
wn���Ç��. ��r� ú́�K�"f ½̈çß� I \�"f �<Ê�º y = f(x) ��H 'K�¤� ��Áþ�ÊÁ(stritly inreasingfuntion)s���.5 ��ðøÍ��t��� ½̈çß�_Æ �̧��H &h�\�"f f 0(x) < 0 s���� f ��H Õª ½̈çß�\�"f 'K�ḈÔ�¿Áþ�ÊÁ(stritly dereasing funtion)�� H�d�̀� ��{9� �º e����.�¿Áþ�ÊÁÿ? Áþ�ÊÁ�+ ¤� ḈÔ�<Ê�º y = f(x) �� ½̈çß� I _Æ �̧��H x \� �/�#�� f 0(x) = 0 s���� f(x) ��H �©��º�<Ê�ºs���.� f 0(x) > 0 s���� f(x) ��H í�H7£x���<Ê�ºs���.� f 0(x) < 0 s���� f(x) ��H í�Hy���è�<Ê�ºs���.�¹M� 1 ��6£§ �<Ê�º�� 7£x�����H ½̈çß�õ� y���è���H ½̈çß��̀� ½̈�#���.f(x) = 2x3 � 3x2 � 12x+ 6; �3 � x � 4Solution f 0(x) > 0 ��� ½̈çß�õ� f 0(x) < 0 ��� ½̈çß��̀� ½̈���� �)a��.f 0(x) = 6x2 � 6x� 12 = 6(x� 2)(x+ 1)5½̈çß� I _Æ e��_Æ_Æ ¿º &h� x; y (x < y) \� �/�#�f(x) � f(y)( ¢̧��H f(x) < f(y))s���� f \�� 7£x���<Ê�º(¢̧��H í�H7£x���<Ê�º)���� ��Ç��.



128 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rs�Ù¼�� x = �1; 2 \�"f f 0(x) = 0 s���. Õª s�ü�_Æ ½̈çß�\�"f f 0(x) _Æ ÂÒ ñ\�� ½̈K������ ��6£§õ� °ú ��. �3 � x < �1 �1 < x < 2 2 < x � 4(x + 1) � + +(x � 2) � � +f 0(x) + � +f(x) 7£x�� y���è 7£x������"f �<Ê�º y = f(x) ��H ½̈çß� (�1; 2) \�"f��H y���è��� �� Qt� ½̈çß�\�"f��H 7£x����Ç��. �0A_Æ ���õ���H ÂÒ1pxd���̀� 7£x"î
���H X<\��̧ Ä»6 x���. ��r� ú́�K�"f, f(a) = b s��� x > a \��/�#� f 0(x) > 0 s���� f(x) > bf 0(x) < 0 s���� f(x) < be���̀� ·ú� �º e����.�¹M� 2 f(x) = x3�2x2; g(x) = x2�4x\��/�#� x > 0s�����½Ó�©� f(x) > g(x)e���̀���#���.Solution h(x) = f(x)� g(x) = x3 � 3x2 + 4x ���� ���. Õª�Q��� h(0) = 0 s���h0(x) = 3x2 � 6x+ 4 = 3(x� 1)2 + 1 > 0s�Ù¼�� h(x) ��H í�H7£x���<Ê�ºs���. ����"f x > 0 s����h(x) > h(0) = 0s�Ù¼�� f(x) > g(x)�� $í
wn���Ç��. �)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� &ñ
r� 7���)z�́�º����̂\�"f p�ì�r��0px��Ç ¿º >h_Æ �<Ê�º f(x); g(x)�� ��6£§�̧|	��̀� ëß�7á¤��Ç��.8<:f 0(x) = g(x)g0(x) = �f(x)Õª�Q��� f(x)2 + g(x)2 s� �©��ºe���̀� ��#���.)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� &ñ
r� 3���)
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o�ü< �FG°ú̄ 129�<Ê�º f�� p�ì�r��0px��� limx!1 f 0(x) = 3{9� M:, limx!1[f(x+ 2)� f(x� 2)℄ = s���.)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� �ºr� 9���)½̈çß� [0;1)\�"f ���5Åqs��� ½̈çß� (0;1)\�"f ¿º ��� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º f�� f(0) = 0 �̀� ëß�7á¤r�v��� ¢̧��Ç 0 < x <1\� �/K�"f f 00(x) 5 0\�� ëß�7á¤r�~�́ M:, ��6£§�̀� 7£x"î
���.f(x+ y) 5 f(x) + f(y) (x; y = 0);³�7�G±êø� ;³��¿G±ê��l� 1 \�"f f _Æ ÕªA�áÔ\�� Õª�9 ����� ��6£§õ� °ú ��.
-3 -1 2 4

x

13

-14

38

-39

y

ÕªA�áÔ��ÂÒ'� x = 4 {9� M: þj�/°ú̄ f(4) = 38, x = �3 {9� M: þj�è°ú̄ f(�3) = �39 e���̀� ·ú��ºe����.ëß���� ½̈çß��̀� (�2; 0)Ü¼��℄j��Ç����� (1; 3)Ü¼��℄j��Ç��Ç�����'Í	���P:�â
Äº��H x = �1\�"f þj�/°ú̄�̀� °ú��� ¿º ���P: �â
Äº��H x = 2 \�"f þj�è°ú̄�̀� °ú���H����H �̄	�̀� �'a¹1Ï½+É �º e����. s�XO�>� &ñ
_Æ%i�\�"f ��Ç &h� x = a �̀� �í�<Ê���H #Q�"� \P�Ǒ2; ½̈çß�\�"f f(a) �� þj�/°ú̄(þj�è°ú̄)s� ÷&��� y = f(x) ��H x = a \�"f �FG�/(�FG�è)�� �)a���� ���, x = a \�� �FG�/&h�(�FG�è&h�), f(a) \�� ;³�7�G±ê(;³��¿G±ê)(loal maximum(loal minimum))s�������Ç��.;³�7�G±êø� ;³��¿G±ê�<Ê�º y = f(x) �� a \�� �í�<Ê���H #Q�"� \P�Ǒ2;½̈çß�_Æ �̧��H x \� �/�#�f(x) � f(a) (f(x) � f(a))s���� f ��H x = a \�"f �FG�/°ú̄ (�FG�è°ú̄) f(a) \�� °ú���H���� ��Ç��.Note �FG�/&h�õ� �FG�è&h��̀� :�xd��#Q ;³��\�(extremal point)s����� ���, �FG�/°ú̄õ� �FG�è°ú̄�̀�



130 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r:�xd��#Q ;³�G±ê(extremum)s����� ��Ç��.Note ��6£§ ÕªaË>\�"f �̂� �º e��1pws� �FG�/°ú̄s� �½Ó�©� �FG�è°ú̄���� 	�H �̄	�Ér ��m���.
x

y

x

y

s�℄j p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º\� �/�#� �FG&h�\�"f #Q�"� $í
|9�s� e����Ht�\�� ¶ú�(R��l��� ��Ç��. Äº���y = f(x) _Æ �̧�<Ê�º y = f 0(x) �� ���5Åq�<Ê�º���� ���.6��l� 1 \�"f ÕªA�áÔ\�� ¶ú�(R����� �FG�/&h�õ� �FG�è&h�\�"f p�ì�r>��º��H 0 s� H�d�̀� ·ú� �º e����.s��Q��Ç��z�́�Érp�ì�r��0px��Ç �̧��H�<Ê�º\��/�#�$í
wn���Ç��.p�ì�r��0px��Ç�<Ê�º y = f(x)�� x = \�"f �FG�/°ú̄�̀� °ú���H���� ���. Õª�Q��� #Q�"� �ª��º h \� �/�#� ½̈çß� ( � h;  + h) _Æ �̧��H x\� �/�#� f(x) � f()�� $í
wn���Ç��. ����"f x 2 (; + h) s����f(x)� f()x�  � 0s�Ù¼�� f 0+() = limx!+ f(x)� f()x�  � 0s� $í
wn���Ç��. ��ðøÍ��t��� x 2 (� h; ) s���� x�  < 0 s�Ù¼��f(x)� f()x�  � 0s� $í
wn���� f 0�() = limx!� f(x)� f()x�  � 0�̀� %3���H��. f ��H x =  \�"f p�ì�r��0px�Ù¼��f 0+() = f 0�()s��� f 0() = 0 e���̀� ·ú� �º e����.6p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º f 0(x) �� �½Ó�©� ���5Åq��� �̄	�Ér ��m���. ��6£§ �<Ê�º��H f 0 s� x = 0 \�"f ���5Åqs� ����� \Vs���.(���_þvë�H℄j) f(x) = 8<: x2 sin 1x ; x 6= 00; x = 0Õª�Q�� Äºo��� ��ÀÒ��H �/ÂÒì�r_Æ p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º[þt�Ér �̧�<Ê�º�̧ ���5Åqs���.



℄j 5 ℄X� î̈
ç�H°ú̄&ñ
o�ü< �FG°ú̄ 131;³��\�U"��+ i�&P�N�ÊÁx =  \�"f p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x) �� x =  \�"f �FG°ú̄�̀� ��t���� f 0() = 0 s���.Note s� ���õ�_Æ %i��Ér {9�ìøÍ&h�Ü¼�� ���s� ��m���. ��r� ú́�K�"f p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x) \��/�#� f 0() = 0 s����� K�"f y = f(x) �� �½Ó�©� �FG°ú̄�̀� °ú���H �̄	�Ér ��m���.\V\�� [þt#Q, f(x) = x3 \�"f f 0(x) = 3x2 s�Ù¼�� f 0(0) = 0 s���. �t�ëß� f ��H éß�í�H7£x�����H �<Ê�ºs�Ù¼�� f ��H x = 0 \�"f �FG°ú̄�̀� °ú�t� ·ú§��H��. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� e��>�&h� x =  \�� l�ï�rÜ¼��f 0 _Æ ÂÒ ñ�� ����t� ·ú§Ü¼��� x =  ��H �FG&h�s� ÷&t� ·ú§��H��.
x

y

Note e��>�&h� x =  ÅÒ���\�"f f 0 _Æ ÂÒ ñ�� ��7��� f ��H x =  \�"f �FG°ú̄�̀� °ú���H��. ��r� ú́�K�"f f 0 _Æ ÂÒ ñ�� + \�"f � �� ��7��� �FG�/°ú̄�̀�, � \�"f + �� ��7��� �FG�è°ú̄�̀� °ú���H��.ÑÏ�N��\���6£§ ÕªaË>[þt\�"f �̂� �º e����H �̄	%�!3� �<Ê�º y = f(x) �� x =  \�"f p�ì�r��0px�t� ·ú§�8���̧�FG°ú̄�̀� ��|9� �º e����.
x

y

x

y

����"f #Q�"� �<Ê�º y = f(x) �� x =  \�"f �FG°ú̄�̀� °ú���H����� f 0() �� �>rF��t� ·ú§���� ¢̧��H f 0() = 0 s���. s��Q��Ç $í
|9��̀� °ú���H &h� x =  \�� ÑÏ�N��\�(ritial point)s����� ��Ç��.77�§F�\� ����"f��H ½̈çß�_Æ �ª� =åQ°ú̄�̀� e��>�&h�\� �í�<Êr�v���H �â
Äº�̧ e����.



132 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rÑÏ�N��\�f 0() �� �>rF��t� ·ú§���� f 0() = 0 ��� &h� x =  \�� e��>�&h�s����� ��Ç��.Note 0A_Æ �7H_Æ[þt�̀� ¹̄������� x =  \�"f y = f(x)�� �FG°ú̄�̀� ��t���� x =  ��H e��>�&h�s���.��r� ú́����� x =  �� e��>�&h�s� ��m���� y = f(x) ��H x =  \�"f �FG°ú̄�̀� °ú�t� ·ú§��H��. ����"f�FG°ú̄�̀� ½̈�l� 0AK�"f��H e��>�&h�ëß� ¶ú�(R����� �)a��.�¹M� 3 ��6£§ �<Ê�º_Æ e��>�&h��̀� �̧¿º ½̈��� �FG�/°ú̄õ� �FG�è°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) f(x) = x4 � 2x2 + 1 (b) f(x) = x4 � 4x3 + 11Solution(a) f 0(x) = 4x3 � 4x = 4x(x � 1)(x+ 1) s�Ù¼�� [j >h_Æ e��>�&h� x = 0; 1;�1 s� �>rF���Ç��.e��>�&h��̀� l�ï�rÜ¼�� f 0(x) _Æ ÂÒ ñ\�� ½̈���� ��6£§õ� °ú ��.x � � � �1 � � � 0 � � � 1 � � �f 0(x) � 0 + 0 � 0 +f(x) & �FG�è°ú̄ % �FG�/°ú̄ & �FG�è°ú̄ %x = �1 \�"f �FG�è°ú̄ f(�1) = 0, x = 0 \�"f �FG�/°ú̄ f(0) = 1, x = 1 \�"f �FG�è°ú̄f(1) = 0 �̀� °ú���H��.
-1-2 1 2

x

-1

1

3

5

y

(b) f 0(x) = 4x3 � 12x2 = 4x2(x � 3) s�Ù¼�� ¿º >h_Æ e��>�&h� x = 0; 3 s� �>rF���Ç��. e��>�&h��̀� l�ï�rÜ¼�� f 0(x) _Æ ÂÒ ñ\�� ½̈���� ��6£§õ� °ú ��.x � � � 0 � � � 3 � � �f 0(x) � 0 � 0 +f(x) & �FG°ú̄ ��_�� & �FG�è°ú̄ %



℄j 5 ℄X� î̈
ç�H°ú̄&ñ
o�ü< �FG°ú̄ 133x = 3 \�"f �FG�è°ú̄ f(3) = �16 �̀� ��t� 9 ��ǑÉr �FG°ú̄�Ér �>rF��t� ·ú§��H��. �
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x

-16
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134 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rV� 6 â�
 Áþ�ÊÁ�+ Ü«8�è«��6£§ ¿º ÕªA�áÔ��H �̧¿º 7£x�����H �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔs�t�ëß� ��ǑÉr :£¤fç
�̀� °ú���H��.
Áþ�ÊÁ�+ ¡�·��́Å℄ÆÅÒ#Q��� ½̈çß�\�"f 'Í	 ���P: ÕªA�áÔ��H �D�× ¡�·��́(onave down)����� ��� ¿º ���P: ÕªA�áÔ��H ��8��× ¡�·��́(onave up)����� ��Ç��. s���H /BG��� 0A_Æ e��_Æ_Æ ¿º &h��̀� �������%i��̀� M:0A�� �̂�2�¤��Ç �â
Äº��H /BG���_Æ ÕªA�áÔ�� f�����_Æ ÕªA�áÔ���� 0A\�, ��A��� �̂�2�¤��Ç �â
Äº��H /BG���_Æ ÕªA�áÔ�� f�����_Æ ÕªA�áÔ���� ��A�\� e����.
ëß���� f(x) �� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º����� 'Í	 ���P: �â
Äº��H x �� &�t���� ℄X����_Æ l�Ö��l��� &h�&h� ����������. ��r� ú́�K�"f f 0(x) �� y���è��Ç��. ìøÍ��� ¿º ���P: �â
Äº��H ℄X����_Æ l�Ö��l� f 0(x) �� &h�&h� &������. s��Q��Ç $í
|9��̀� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x) _Æ �̂�2�¤$í
�̀� &ñ
_Æ���H X<\� ��6 x��Ç��.
Áþ�ÊÁ�+ ¡�·��́Å℄Æp�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x) ��� ½̈çß� (a; b) \�"f f 0 s� 7£x������ y = f(x) ��H ��A��� �̂�2�¤s���.� ½̈çß� (a; b) \�"f f 0 s� y���è���� y = f(x) ��H 0A�� �̂�2�¤s���.



℄j 6 ℄X� �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ 135ëß���� y = f(x) _Æ s�>��̧�<Ê�º�� �>rF����� 0A_Æ ���õ���H ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.l�N��¿Áþ�ÊÁÿ? ¡�·��́Å℄Æ¿º ��� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x) ��� ½̈çß� (a; b) \�"f f 00 > 0 s���� y = f(x) ��H ��A��� �̂�2�¤s���.� ½̈çß� (a; b) \�"f f 00 < 0 s���� y = f(x) ��H 0A�� �̂�2�¤s���.�¹M� 1 5 ℄X�_Æ ��l� 3 \�"f 0A�� �̂�2�¤��� ½̈çß�õ� ��A��� �̂�2�¤��� ½̈çß��̀� ½̈�#���.Solution (a) f 00(x) = 12x2 � 4 = 12�x � 1p3��x + 1p3� s�Ù¼�� ½̈çß�Z>��� f 00 _Æ ÂÒ ñ\��¶ú�(R����� ��6£§õ� °ú ��.x � � � � 1p3 � � � 1p3 � � �f 00(x) + 0 � 0 +f(x) ��A��� �̂�2�¤ 0A�� �̂�2�¤ ��A��� �̂�2�¤����"f ½̈çß� �� 1p3 ; 1p3� \�"f��H 0A�� �̂�2�¤��� �� Qt� ½̈çß�\�"f��H ��A��� �̂�2�¤���.(b) f 00(x) = 12x2 � 24x = 12x(x� 2) ½̈çß�Z>��� f 00 _Æ ÂÒ ñ\�� ¶ú�(R����� ��6£§õ� °ú ��.x � � � 0 � � � 2 � � �f 00(x) + 0 � 0 +f(x) ��A��� �̂�2�¤ 0A�� �̂�2�¤ ��A��� �̂�2�¤����"f ½̈çß� (0; 2) \�"f��H 0A�� �̂�2�¤��� �� Qt� ½̈çß�\�"f��H ��A��� �̂�2�¤���. �£o>�̄��\���l� 1(a) \�"f x = � 1p3 _Æ ¢,aAá¤\�"f /BG����Ér ��A��� �̂�2�¤����� �̧ǑÉrAá¤\�"f��H 0A�� �̂�2�¤��Ç �̧�ª�s� ÷&�� x = 1p3 _Æ ¢,aAá¤\�"f /BG����Ér 0A�� �̂�2�¤����� �̧ǑÉrAá¤\�"f��H ��A��� �̂�2�¤��Ç �̧�ª�s� �)a��. s�XO�>� /BG���_Æ �̂�2�¤��Ç �̧�ª�s� ��7��H &h��̀� £o>�̄��\�(inetion point)s�������Ç��.�¹M� 2 Dh�� >h[O��)a ���'��Å	 ��s�àÔ_Æ ��{9��� �º(éß�0A : ëß�"î
)��H r�çß� t (éß�0A : >h�Z4) \� �/



136 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r�#� ��6£§õ� °ú s� ÅÒ#Q������� ��Ç��.f(t) = 20t227 + t2 ; t � 0y = f(t) _Æ ���/BG&h��̀� ½̈��� ���/BG&h� ��H%�\�"f #Q�"� �&³�©�s� {9�#Q����Ht� [O�"î
�#���.Solution f(t) = 20t227 + t2 = 20� 54027 + t2 s�Ù¼��f 0(t) = 1080t(27 + t2)2f 00(t) = 1080(27 + t2)2 � 4320t2(27 + t2)3= 3240(9� t2)(27 + t2)3s���. ����"f �r"é¶ �º��H éß�í�H7£x��� 9 t = 3 \�"f Ä»{9���Ç ���/BG&h��̀� °ú���H��. t < 3 s����f 00(t) > 0 s��� t > 3 s���� f 00(t) < 0 s�Ù¼�� f 0(t) ��H t = 3 \�"f þj�/°ú̄�̀� °ú���H��. ��r� ú́�K�"f ���'��Å	 ��s�àÔ\�� >h[O���� 3>h�Z4 Êê\� ���½©��{9����º f 0(t) ��H þj�/�� �)a��. 3 >h�Z4s� t����� ����� 8úx��{9��� �º��H >�5Åq Zþtt�ëß� ���½©��{9��� �º��H ×��#Q[þtl� r������Ç��. �

3 6 9 12 15 18
t

5
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y
y � f HtL

y � f ¢HtLl�N��¿Áþ�ÊÁ ÷5�ÇaÆß��e��>�&h�\�"f �<Ê�º�� 0A�� �̂�2�¤���� �FG�/°ú̄�̀� °ú���H��. ¢̧��Ç e��>�&h�\�"f �<Ê�º�� ��A��� �̂�2�¤���� �FG�è°ú̄�̀� °ú���H��. s� ��z�́�Ér f 00 �� ���5Åq��� �â
Äº ��6£§õ� °ú s� ��Ë̈#Q jþt �º e����.l�N��¿Áþ�ÊÁ ÷5�ÇaÆß��f 0() = 0 s��� f 00 �� ���5Åq{9� M:� f 00() > 0 s���� f ��H  \�"f �FG�è°ú̄�̀� °ú���H��.� f 00() < 0 s���� f ��H  \�"f �FG�/°ú̄�̀� °ú���H��.



℄j 6 ℄X� �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ 137�¹M� 3 5 ℄X�_Æ ��l� 3 �̀� ��r� ¶ú�(R����.(a) f 00(x) = 12x2 � 4 s��� [j >h_Æ e��>�&h� x = 0; 1;�1 �̀� °ú���H��.f 00(0) < 0; f 00(1) > 0; f 00(�1) > 0s�Ù¼�� x = 0 \�"f��H �FG�/°ú̄�̀� x = �1 \�"f��H �FG�è°ú̄�̀� °ú���H��.(b) f 00(x) = 12x2 � 12 s��� ¿º >h_Æ e��>�&h� x = 0; 3 �̀� °ú���H��.f 00(0) = 0; f 00(3) > 0s�Ù¼�� x = 3 \�"f��H �FG�è°ú̄�̀� °ú���H��. x = 0 \�"f��H s�>��̧�<Ê�ºóøÍ&ñ
ZO��̀� ��6 x½+É �º\O���. �Ü«8�è« Ü«h�e�t��FKÆ�t� C�î�r ?/6 x[þt�̀� s�6 x�#� �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� Õª�9 ��l��� ���. �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\��Õªo�l� 0AK�"f��H Äº��� x _Æ #3�0A\�� ���&ñ
�#��� ��Ç��. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� �<Ê�º y = f(x) _Æ &ñ
_Æ%i��Ér:£¤Z>�y� ÅÒ#Qt�t� ·ú§�Ér �â
Äº f(x) �� _Æp�\�� °ú���H þj�/|9�½+ËÜ¼�� ú̧���H��. Õª�Q�� &ñ
_Æ%i�s� Áº��Ç��Ç �â
Äº Ä»��Ç��Ç î̈
���\� &ñ
_Æ%i��̀� �̧¿º ����?/��H �̄	�Ér Ô����0px���. ����"f ÕªA�áÔ\� Õª�9t���H x _Æ #3�0A\�� ℄j��Ç�#��� ���HX< y = f(x) \� �/��Ç &ñ
��\�� °ú��� e����H �̧��H &h��̀� �í�<Ê�#��� ��Ç��.{9�ìøÍ&h�Ü¼�� �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� Õªo���H �â
Äº ��6£§õ� °ú �Ér �̄	[þts� �>rF����� ÕªA�áÔ\�³ðr���Ç��.(a) x-℄X�¼#� : ÕªA�áÔü< x »¡¤s� ëß�����H &h�~½Ó&ñ
d�� f(x) = 0 �̀� ó�r��.(b) y-℄X�¼#� : ÕªA�áÔü< y »¡¤s� ëß�����H &h�y-℄X�¼#� (0; f(0))() �/g�A$í
y »¡¤ �/g�A : f(�x) = f(x)"é¶&h� �/g�A : f(�x) = �f(x)(d) �ºî̈
&h���H���õ� �ºf��&h���H���limx!1 f(x) = L, ¢̧��H limx!�1 f(x) = L s���� y = L �Ér �ºî̈
&h���H���s���.limx!a f(x) = �1, ¢̧��H limx!a� f(x) = �1 s���� x = a ��H �ºf��&h���H���s���.(e) e��>�&h�f 0(x) �� �>rF��t� ·ú§���� f 0(x) = 0 ��� x \�� ½̈��Ç��.(f) �<Ê�º_Æ 7£x�����H ½̈çß�õ� y���è���H ½̈çß�e��>�&h�õ� e��>�&h� ��s�_Æ ½̈çß�\�"f f 0_Æ ÂÒ ñ\�� óøÍ&ñ
��Ç��.(g) �FG�/°ú̄, �FG�è°ú̄e��>�&h� ��H~½Ó\�"f f 0 _Æ ÂÒ ñ�� ��7��Ht� ¶ú�(R �:r��. + \�"f � �� ��7��� �FG�/°ú̄, � \�"f + �� ��7��� �FG�è°ú̄�̀� °ú���H��.



138 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�r(h) ���/BG&h�~½Ó&ñ
d�� f 00(x) = 0 �̀� ó�r��. ���/BG&h� ��H~½Ó\�"f f 00(x) _Æ ÂÒ ñ\�� SX�����#� ÕªA�áÔ�� 0A���̂�2�¤��Ç ½̈çß�õ� ��A��� �̂�2�¤��Ç ½̈çß��̀� ½̈��Ç��.�¹M� 4 ��6£§ �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� Õª�9��.(a) f(x) = x2=3(2� x) (b) f(x) = 1� x21 + x2Solution(a) f(0) = 0 s�Ù¼�� y ℄X�¼#��Ér 0 s���.f(x) = 0 ) x = 0; x = 2s�Ù¼�� ¿º >h_Æ x-℄X�¼#� 0; 2 �� �>rF���Ç��.f(�x) = (�x)2=3(x + 2) = x2=3(x+ 2)s�Ù¼�� f(�x) 6= f(x); f(�x) 6= �f(x)s���. ����"f y »¡¤\��/�#� �/g�As� ��m��� "é¶&h�\� �/�#��̧ �/g�As� ��m���. f(x) ��H �̧��H z�́�º\�"f ���5Åq��� �<Ê�ºs�Ù¼�� �ºf��&h���H����̧ �>rF��t� ·ú§��H��. ¢̧��Ç,limx!1 f(x) = �1; limx!�1 f(x) =1s�Ù¼�� �ºî̈
&h���H����Ér �>rF��t� ·ú§��H��. s�℄j e��>�&h��̀� ½̈�#� ����.f 0(x) = 23x�1=3(2� x)� x2=3 = x�1=3�23(2� x)� x�= x�1=3�43 � 53x�s�Ù¼�� ¿º >h_Æ e��>�&h� x = 0; 45 �� �>rF���Ç��. e��>�&h� ��H~½Ó\�"f f 0 _Æ ÂÒ ñ\�� ¶ú�(R�������6£§õ� °ú ��. x � � � 0 � � � 45 � � �f 0(x) � �>rF��t� ·ú§6£§ + 0 �f(x) & 0(�FG�è°ú̄) % 1.034(�FG�/°ú̄) &�<Ê�º_Æ �̂�2�¤�<Ê�̀� ��l� 0A�#� s�>��̧�<Ê�º\�� ½̈����f 00(x) = �13x�4=3�43 � 53x�� 53x�1=3 = �13x�4=3�43 + 103 x�\�"f f 00(x) ��H x = 0 \�"f �>rF��t� ·ú§�� f 00�� 25� = 0 s���. s� &h� ÅÒ0A\�"f f 00 _Æ ÂÒ ñ\�� �̧������ ��6£§õ� °ú ��.



℄j 6 ℄X� �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ 139x � � � �25 � � � 0 � � �f 00(x) + 0 � �>rF��t� ·ú§6£§ �f(x) ��A��� �̂�2�¤ 0A�� �̂�2�¤ 0A�� �̂�2�¤t��FKÆ�t� �'a¹1Ï��Ç �̄	�̀� ������#� ÕªA�áÔ\�� Õªo���� ��6£§õ� °ú ��.
-1 0.8 2 3

x

1.034

-1

2

y

Note ��l� 4(a) \�"f �<Ê�º��H ½̈çß� (�25 ; 0) õ� ½̈çß� (0;1) \�"f y��y�� 0A�� �̂�2�¤s���.�t�ëß� ½̈çß� (�25 ;1) \�"f �̂�2�¤�Ér ��m���.(b) Äº��� f(0) = 1 s�Ù¼�� y-℄X�¼#��Ér 1 s���.f(x) = 0 , 1� x2 = 0s�Ù¼�� ¿º >h_Æ x-℄X�¼#� �1; 1 s� �>rF���Ç��.f(�x) = 1� (�x)21 + (�x)2 = 1� x21 + x2 = f(x)s�Ù¼�� y »¡¤\� �/�#� �/g�As���. f(x) = �1 + 21 + x2 s�Ù¼��limx!1 f(x) = �1; limx!�1 f(x) = �1s��� y = �1 �Ér Ä»{9���Ç �ºî̈
&h���H���s���. ì�r�̧�� �½Ó�©� �ª��º��� Ä»o�d��s�Ù¼�� �ºf��&h���H����Ér �>rF��t� ·ú§��H��. f 0(x) = �� 1 + 21 + x2 �0= � 4x1 + x2s�Ù¼�� ���_Æ e��>�&h� x = 0 s� �>rF���Ç��.f 00(x) = �� 4x1 + x2 �0= 4(3x2 � 1)(1 + x2)3



140 ℄j 3 �©� �<Ê�ºü< p�ì�rs�Ù¼�� ¿º >h_Æ ���/BG&h� x = � 1p3 s� �>rF���Ç��. e��>�&h�õ� ���/BG&h��̀� l�ï�rÜ¼�� f 0õ� f 00_ÆÂÒ ñ\�� ½̈���� ��6£§õ� °ú ��.x � � � � 1p3 � � � 0 � � � 1p3 � � �f 0(x) + + + 0 � � �f 00(x) � 0 + + + 0 �t��FKÆ�t� ¶ú�(R �:r �̄	�̀� ���/�� �#� ÕªA�áÔ\�� Õªo���� ��6£§õ� °ú ��. �
-4 -2 2 4

x

-1

1

y

'�×ÇaÆ�Ï��+ ��
FD9s�	��<Ê�º y = x2 + ax + b ��H �FG�è°ú̄�̀� °ú���H��. s�M: �FG�è°ú̄s� 0 ���� ß¼��� s�	�~½Ó&ñ
d��x2 + ax+ b = 0 _Æ z�́��H�Ér �>rF��t� ·ú§��H��. ìøÍ��� �FG�è°ú̄s� 0 ���� ���Ü¼��� ¿º >h_Æ z�́��H�̀� °ú���H��. s�XO�>� �FG°ú̄\�"f �<Ê�º_Æ ÂÒ ñ\�� ·ú���� �/6£x���H ~½Ó&ñ
d��_Æ z�́��Hs� Y>� >h �>rF����Ht� ·ú��º e����. \V\�� [þt#Q ���	��<Ê�ºf(x) = ax3 + bx2 + x+ d (a 6= 0)_Æ e��>�&h�s� \O����� ���s���� éß��̧�<Ê�º�� ÷&Ù¼�� Ä»{9���Ç z�́��H�̀� °ú���H��. e��>�&h�s� ¿º >hs���� �½Ó�©� �FG�/°ú̄õ� �FG�è°ú̄�̀� °ú���H��. s�M: �FG�/°ú̄�̀� �, �FG�è°ú̄�̀� � ���� ���� (� 6= �) ��6£§ ���õ�\�� ×�æçß�°ú̄&ñ
o���ÂÒ'� ~1�>� �'a¹1Ï½+É �º e����.1. �� > 0 s���� f(x) = 0 �Ér Ä»{9���Ç z�́��H�̀� °ú���H��.



℄j 6 ℄X� �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ 1412. �� < 0 s���� f(x) = 0 �Ér "f�� ��ǑÉr [j z�́��H�̀� °ú���H��.

3. �� = 0 s���� f(x) = 0 �Ér ¿º >h_Æ z�́��H�̀� °ú���H��.

s��Q��Ç ~½ÓZO��Ér {9�ìøÍ&h���� p�ì�r��0px �<Ê�º�� Y>� >h_Æ z�́��H�̀� °ú���Ht�\�� óøÍéß����H X<\��̧ &h�6 xs� ��0px���.�¹M� 5 ~½Ó&ñ
d�� x5 � 5x3 + 5x2 � 7 = 0 �Ér Y>� >h_Æ z�́��H�̀� °ú���Ht� ·ú���������.Solution f(x) = x5 � 5x3 + 5x2 � 7 ���� ����f 0(x) = 5x4 � 15x2 + 10x = 5x(x � 1)2(x+ 2)�� �)a��. ����"f y = f(x) ��H x = �2 \�"f �FG�/°ú̄ f(�2) = 23 �̀� °ú��� x = 0 \�"f �FG�è°ú̄f(0) = �7 \�� °ú���H��. ��ǑÉr �FG°ú̄�Ér �>rF��t� ·ú§��H��. ½̈çß� (�1;�2℄ ü< ½̈çß� [1;1) \�"f y��y�� y = f(x) ��H éß�í�H7£x����Ç��. limx!�1 f(x) = �1; f(�2) > 0s�Ù¼�� ×�æçß�°ú̄&ñ
o�\� _Æ���� ½̈çß� (�1;�2℄ \� Ä»{9���Ç z�́��Hs� �>rF���Ç��. ¢̧��Çlimx!1 f(x) =1; f(1) < 0s�Ù¼�� ½̈çß� [1;1) \�"f�̧ Ä»{9���Ç z�́��Hs� �>rF���Ç��. ��t�}��Ü¼�� ½̈çß� [�2; 1℄ \�"f y = f(x)��H éß�í�Hy���è��� f(�2) > 0; f(1) < 0s�Ù¼�� ½̈çß� [�2; 1℄ \�"f�̧ ×�æçß�°ú̄&ñ
o�\� _Æ�#� Ä»{9���Ç z�́��Hs� �>rF��<Ê�̀� ·ú� �º e����. ����"f �̧¿º [j >h_Æ z�́��Hs� �>rF���Ç��. �
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-2 1

x

21

-7

y



V� 4 *�×�ï\ÔöÁþ�ÊÁ�+ i�&P�
V� 1 â�
 ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁy��_Æ ß¼l���H 30Æ; 45Æ 300 %�!3� {9�ìøÍ&h�Ü¼�� 60 ì�rZO��̀� s�6 x�#� �����·p��. Õª�Q�� s�Ǒ:r&h�Ü¼����H  ñ�̧ZO��̀� s�6 x�#� y��_Æ ß¼l�\�� z�́�º�� �����·p��.  ñ�̧ZO��Ér y��_Æ ß¼l�\�� éß�0A"é¶\�"f �/6£x���H  ñ_Æ U�́s�\�� s�6 x�#� ����?/��H ~½ÓZO�s���. éß�0A"é¶\�"f  ñ_Æ U�́s��� 1{9� M: �/6£x���H×�æd��y���̀� 1 rad ���� &ñ
_Æ��� 1 ��g�ò5Ñ(radian)s����� {9���H��.

rad

1

1

1ìøÍt�2£§s� 1 ��� ìøÍ"é¶_Æ  ñ_Æ U�́s���H � s�Ù¼��180Æ = � (rad)s���. ����"f 30Æ = 180Æ6 = �6 (rad); 45Æ = 180Æ4 = �4 (rad)s���. :£¤Z>�y� �D¥êøÍ_Æ 0A+«>s� \O�Ü¼���  ñ�̧ZO�_Æ éß�0A rad �Ér Òqt|ÄÌ��� ��6 x��Ç��.ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ ÇaÆ�+ 143



144 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rýa³ðî̈
���\�"f "é¶&h��̀�×�æd��Ü¼�����Héß�0A"é¶�Ér��6£§õ� °ú s�6£§�<Ê�º\��s�6 x�#�����èq�ºe����. x2 + y2 = 1s�M: x »¡¤\�"f �ª�_Æ ~½Ó�¾ÓÜ¼��1 ×�æd��y�� �(rad) \� �/6£x���H éß�0A"é¶_Æ ýa³ð\��(os �; sin �)�� &ñ
_Æ��Ç��.2
1

1

Θ

cos Θ

sin Θ

&ñ
_Æ\� _Æ���� &h� (os �; sin �) ��H �̧��H z�́�º � \� �/�#� éß�0A"é¶ 0A\� e��Ü¼Ù¼�� ��6£§ d��s�$í
wn���Ç��. os2 � + sin2 � = 1éß�0A"é¶_Æ ×�æd��y���Ér 2� s�Ù¼�� �ï������<Ê�º os ü< ������<Ê�º sin �Ér �̧¿º ÅÒl��� 2� ��� ÅÒl��<Ê�ºs���. os(� + 2k�) = os �; sin(� + 2k�) = sin � (k ��H &ñ
�º)ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ Å℄Æ��
 I os2 � + sin2 � = 1os(� + 2k�) = os �; sin(� + 2k�) = sin � (k ��H &ñ
�º)¢̧��Ç "é¶_Æ �/g�A$í
\� _Æ�#� ��6£§ 1pxd��[þts� $í
wn��<Ê�̀� ·ú� �º e����.os(��) = os �; sin(��) = � sin �os(� � �) = � os �; sin(� � �) = sin �os(� + �) = � os �; sin(� + �) = � sin �1r�>�ìøÍ�/~½Ó�¾Ó�̀� _Æp���Ç��.2s� &ñ
_Æ\� _Æ���� 0 � � � �2 \� �/�#� f��y�����y��+þA�̀� s�6 x��Ç &ñ
_Æü< {9�u���Ç��.os � = x9Æ���±	��� ; sin � = Z�}s�±	���



℄j 1 ℄X� ���y���<Ê�º 145
1-Θ

sinH-ΘL

1

Θ

cos Θ

sin Θ

1

Π - Θ

cosHΠ - ΘL

1

Θ
cos Θ

sin Θ

1

Θ + Π

cosHΘ + ΠL

1

Θ
cos Θ

sin Θ

sinHΘ + ΠL

ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ Å℄Æ��
 II os(��) = os �; sin(��) = � sin �os(� � �) = � os �; sin(� � �) = sin �os(� + �) = � os �; sin(� + �) = � sin �éß�0A"é¶ 0A_Æ &h� (x; y) \�� �ª�_Æ ~½Ó�¾ÓÜ¼�� �=2(= 90Æ) ëß��pu �r������� (�y; x) �� ÷&Ù¼��os(� + �2 ) = � sin �; sin(� + �2 ) = os � (4.1)�� $í
wn���Ç��.
1- y

1

Θ
x � cos Θ

y � sin Θ

x

d�� (4.1) õ� ���y���<Ê�º_Æ $í
|9� II _Æ 'Í	 ���P: d���̀� s�6 x����os(�2 � �) = � sin(��) = sin �sin(�2 � �) = os(��) = os �e���̀� ·ú� �º e����.



146 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ Å℄Æ��
 III os��2 + �� = � sin �; sin��2 + �� = os �os��2 � �� = sin �; sin��2 � �� = os �òøÍH$�àÔ�<Ê�º tan ��H tan � = sin �os ��� &ñ
_Æ��Ç��. � = n�+ �2 \�"fëß� os � = 0 s�Ù¼�� òøÍH$�àÔ�<Ê�º_Æ &ñ
_Æ%i��Ér � 6= n�+ �2 ��� z�́�ºs���. �����õ� �ï�����_Æ �/��Ç $í
|9��̀� s�6 x���� ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� ·ú� �º e����.tan(��) = � tan �tan(� � �) = � tan �tan(� + �) = tan ���t�}�� d��\�"f �ï������<Ê�º, ������<Ê�ºü<��H ²ú�o� òøÍH$�àÔ�<Ê�º_Æ ÅÒl���H � e���̀� ·ú� �º e����. �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� Õªo���H ~½ÓZO��Ér ��1px�<Æ�§ �§F�\�� ������l� ��êøÍ��.ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ Á'û�gÇaÆh�éß�0A"é¶0A_Æ¿º&h� A(1; 0)õ� B(os(�+�); sin(�+�))��s�_Æ��o���H¿º&h� C(os�; sin�)ü< D(os(��); sin(��)) = (os�;� sin�) ��s�_Æ ��o�ü< °ú ��.
1
A

1

Β

B

Α

1

C
1

-Β

D

Α

����"f (1� os(� + �))2 + sin2(� + �) = (os�� os�)2 + (sin�+ sin�)2s� $í
wn���Ç��. �½Ó1pxd�� os2 � + sin2 � = 1 �̀� s�6 x�#� s� d���̀� &ñ
o�����2� 2 os(� + �) = 2� 2(os� os� � sin� sin�)s� ÷&Ù¼�� os(�+ �) = os� os� � sin� sin�



℄j 1 ℄X� ���y���<Ê�º 147�̀� %3���H��. s� d��\� � �/��� �� \�� �/{9�����os(� � �) = os� os� + sin� sin�s� $í
wn���� s� d��\�"f � �/��� �2 � � �̀� �/{9�����sin(� + �) = os(�2 � �� �)= os(�2 � �) os� + sin(�2 � �) sin �= sin� os� + os� sin�\�� %3���H��. ��t�}��Ü¼�� s� d��_Æ � �/��� �� \�� �/{9�����sin(�� �) = sin� os� � os� sin�\�� %3���H��. ¢̧��Ç òøÍH$�àÔ�<Ê�º_Æ &ñ
_Æ\� _Æ�#�tan(�+ �) = sin(�+ �)os(�+ �) = sin� os� + os� sin�os� os� � sin� sin�s� $í
wn���Ç��. ì�r��ü< ì�r�̧\�� �̧¿º os� os� �� ��¾º���tan(� + �) = tan�+ tan�1� tan� tan�\�� %3���H��. s� d��\� � �/��� �� \�� �/{9�����tan(� � �) = tan�� tan�1 + tan� tan��̀� %3���H��. 0A\� %3��Ér #��Q��t� 1pxd���̀� ���y���<Ê�º_Æ  »	!lr&ñ
o����� ��Ç��.ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ Á'û�gÇaÆh�os(� � �) = os� os� � sin� sin� (4�¤ ñ1lxí�H)sin(� � �) = sin� os� � os� sin� (4�¤ ñ1lxí�H)tan(� � �) = tan�� tan�1� tan� tan� (4�¤ ñ1lxí�H)
�¹M� 1 ��6£§ °ú̄�̀� ½̈�#���.(a) os 15Æ = os �12 (b) sin 75Æ () tan 75Æ



148 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rSolution (a) 15Æ = 45Æ � 30Æ = �4 � �6 s�Ù¼��os 15Æ = os��4 � �6�= os �4 os �6 + sin �4 sin �6= p22 p32 + p22 12= p6 +p24 � 0:9659s���.(b) sin 75Æ = sin(90Æ � 15Æ) = os 15Æ = p6 +p24 � 0:9659() 75Æ = 45Æ + 30Æ = �4 + �6 s�Ù¼��tan 75Æ = tan��4 + �6�= tan �4 + tan �61� tan �4 tan �6= 1 + 1p31� 1p3 = p3 + 1p3� 1= 2 +p3s���. �ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ :�Ḉ��̄»�Ï��ï������<Ê�º_Æ  »	!lr&ñ
o�\�"f � = � = � s����os(2�) = os � os � � sin � sin �= os2 � � sin2 �= 2 os2 � � 1 = 1� 2 sin2 ��̀� %3���H��. °ú �Ér �â
Äº ������<Ê�ºü< òøÍH$�àÔ�<Ê�º\� �/��Ç �'a>�d���̧ &ñ
o����� ��6£§õ� °ú ��. s� 1pxd���̀� :�Ḉ��̄»�Ï�s����� ��Ç��.:�Ḉ��̄»�Ï� os(2�) = os2 � � sin2 �= 2 os2 � � 1 = 1� 2 sin2 �sin(2�) = 2 sin � os �tan(2�) = 2 tan �1� tan2 �



℄j 1 ℄X� ���y���<Ê�º 149�ï�����\� �/��Ç C�y��/BNd���Ér ��6£§õ� °ú s� ��Ë̈#Q jþt �º e����.os2 � = 1 + os 2�2 ; sin2 � = 1� os 2�2����"f tan2 � = 1� os 2�1 + os 2��̀� %3���H��. s� d��[þt\� � �/��� �=2 \�� V,��Ér �̄	�̀� ð5�Ḉ��̄»�Ï�s����� ��Ç��.ð5�Ḉ��̄»�Ï�os2 ��2� = 1 + os �2 ; sin2 ��2� = 1� os �2 ; tan2 ��2� = 1� os �1 + os �ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ TÒ¼Å℄Æz�́�º a; b \� �/�#� y = f(x) = a sinx+ b osx��H ÅÒl��� 2� ��� ÅÒl��<Ê�ºs���. s�℄j s� �<Ê�º_Æ þj�/°ú̄�̀� ½̈K���l��� ��Ç��. A = pa2 + b2 ���� ���� a osx+ b sinx = Ah aA osx+ bA sinxis���. � aA�2 + � bA�2 = 1s�Ù¼�� &h� � aA; bA� ��H éß�0A"é¶ x2 + y2 = 1 0A_Æ &h�s���. ����"fos� = aA; sin� = bA��� � \� �/�#� aA osx+ bA sinx = os� osx+ sin� sinx = os(x � �)s� $í
wn���Ç��. Õª�QÙ¼�� f(x) = a osx+ b sinx = A os(x� �)Ü¼�� jþt �º e���� þj�/°ú̄�Ér A = pa2 + b2, þj�è°ú̄�Ér �A s���. y = f(x) _Æ ÕªA�áÔ��H y =A osx _Æ ÕªA�áÔ\�� x »¡¤ �ª�_Æ ~½Ó�¾ÓÜ¼�� � ëß��pu î̈
'��s�1lx���� %3�#Q�����.



150 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�r
x

y

A

-A

Α

s�XO�>� a osx+ b sinx g1J_Æ �<Ê�º\�� A os(x��), ¢̧��H A sin(x+ �) g1J�� ��Ë̈#Q jþt �º e����HX< s�\�� ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ TÒ¼Å℄Æs����� ��Ç��.ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ TÒ¼Å℄ÆA = pa2 + b2; os� = aA; sin� = bA s���� ��6£§ 1pxd��s� $í
wn���Ç��.a osx+ b sinx = A os(x� �)Note ���y���<Ê�º_Æ ½+Ë$í
�Ér ������<Ê�º\�� s�6 x�#� ����èq �º�̧ e����.�¹M� 2 �� � � � � \�"f f(�) = os �+sin � _Æ þj�/°ú̄�̀� ½̈��� f(�) = 1 s� ÷&��H � \�� ½̈�#���.Solution os � + sin � = p2h os � 1p2 + sin � 1p2i s���.os� = 1p2 ; sin� = 1p2�� ÷&��H � \�� ½̈���� � = �4 s�Ù¼��os � + sin � = p2 os�� � �4�s���. ����"f f(�) _Æ þj�/°ú̄�Ér � = �4 \�"f p2 s���. f(�) = 1 s� ÷&��H � ��Hp2 os�� � �4� = 1; ¢̧��H os�� � �4� = 1p2\�� ëß�7á¤�Ù¼�� � � �4 = ��4 ; ¢̧��H � � �4 = �4s���. ����"f � = 0; �2



℄j 1 ℄X� ���y���<Ê�º 151\�"f f(�) = 1 s� �)a��. �



152 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rV� 2 â�
 ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁ������<Ê�º_Æ  »	!lrZO�gË:\�"f sin(x + h) = sinx osh+ osx sinhs�Ù¼�� sin(x+ h)� sinx = sinx(osh� 1) + osx sinhs� �)a��. ����"f (sinx)0 = limh!0 sin(x+ h)� sinxh= limh!0 h sinxosh� 1h + osx sin hh i= sinx limh!0 osh� 1h + osx limh!0 sinhh= sinx � 0 + osx � 1= osxe���̀� ·ú� �º e����. osx = sin��2 � x�; sinx = os��2 � x�s�Ù¼�� ½+Ë$í
�<Ê�º_Æ p�ì�rZO�Ü¼��ÂÒ'�[osx℄0 = h sin��2 � x�i0 = os��2 � x���2 � x�0= � os��2 � x� = � sinx�� H�d�̀� ·ú� �º e����. tanx _Æ �̧�<Ê�º��H ��6£§õ� °ú s� ℄��_Æ p�ì�rZO�Ü¼��ÂÒ'� ½̈½+É �º e����.(tanx)0 = � sinxosx�0= (sinx)0 osx� sinx(osx)0os2 x= os2 x+ sin2 xos2 x= se2 x��6£§ ���y���<Ê�º sx = 1sinx ; sex = 1osx; otx = 1tanx\� �/��Ç p�ì�r/BNd���̧ ℄��_Æ p�ì�rZO�Ü¼�� ½̈½+É �º e��Ü¼ 9 ���_þvë�H℄j�� z��|����.ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁ(sinx)0 = osx; (sx)0 = � sx otx(osx)0 = � sinx; (sex)0 = sex tanx(tanx)0 = se2 x; (otx)0 = � s2 x



℄j 2 ℄X� ���y���<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º 153�¹M� 1 ��6£§ �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.(a) y = sinx tanx (b) y = sinx1� osxSolution (a) Y�L_Æ p�ì�rZO�gË:�̀� s�6 x����(sinx tan x)0 = (sinx)0 tanx+ sinx(tanx)0= osx tanx+ sinx se2 x= sinx+ sex tanx�̀� %3���H��.(b) ℄��_Æ p�ì�rZO��̀� s�6 x����� sinx1� osx�0 = osx(1� osx)� sinx(sin x)(1� osx)2= osx� (os2 x+ sin2 x)(1� osx)2= 1osx� 1s���. ���6£§ ��l���H ���y���<Ê�ºü< �'aº���#� ��ÅÒ ���̧��H ÂÒ1pxd���̀� ��ê�r��.�¹M� 2 0 < x < �2 \� �/�#� ��6£§ ÂÒ1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.2�x � sinx � xSolution f(x) = sinx ���� ���� ½̈çß� [0; �2 ℄ \�"ff 00(x) = � sinx < 0s�Ù¼�� f(x) = sinx ��H ÅÒ#Q��� ½̈çß�\�"f 0A�� �̂�2�¤���. ����"f ¿º &h� (0; 0) õ� ��2 ; 1� �̀� e±	��H f����� y = 2�x��H /BG��� f(x) = sinx ���� ��A�\� e����. Õª�QÙ¼�� 'Í	 ���P: ÂÒ1pxd��2�x � sinxs� $í
wn���Ç��. ¿º ���P: ÂÒ1pxd���̀� 7£x"î
�l� 0AK�"f��Hg(x) = x� sinx���� ���. g(0) = 0 s��� g0(x) = 1� osx � 0



154 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rs�Ù¼�� y = g(x) ��H 7£x���<Ê�ºs���. ����"f x > 0 s����g(x) � g(0) = 0 ) x � sinxs� $í
wn���Ç��. �
Π

2
Π

x

1

y

y � x y �
2 x

Π

�¹M� 3 ��6£§ �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� Õª�9��.f(x) = os 2x� 2 osxSolution(i) ÅÒl�$í
 :f(x+ 2�) = f(x) s�Ù¼�� ½̈çß� [��; �℄\�"f_Æ ÕªA�áÔëß� Õªo���� �)a��.(ii) ℄X�¼#� : f(0) = �1 s�Ù¼�� y-℄X�¼#��Ér �1 s���. x-℄X�¼#��̀� ½̈�l� 0A�#� ~½Ó&ñ
d��os 2x� 2 osx = 2 os2 x� 1� 2 osx = 0�̀� Û����� osx = 1�p32 < 0s���.3 ����"f x-℄X�¼#��Ér ½̈çß� [�2 ; �℄ \� ��� �>rF���Ç��. ����"f ½̈çß� [��:�℄ \���H ¿º >h_Æ x ℄X�¼#�s� �>rF���Ç��.(iii) &h���H��� : �ºî̈
&h���H���, ¢̧��H �ºf��&h���H����Ér �>rF��t� ·ú§��H��.(iv) �/g�A$í
 f(�x) = os(�2x)� os(�x) = os 2x� osx = f(x)s�Ù¼�� y »¡¤\� �/�#� �/g�As���. ����"f 0 � x � � \�"f ÕªA�áÔ\�� Õªo���� �� Qt� ½̈çß�\�"f_Æ ÕªA�áÔ��H �/g�A$í
�̀� s�6 x�#� Õªwn= �º e����.(v) �<Ê�º_Æ 7£xy��õ� �FG°ú̄ : s�℄j �FG°ú̄�̀� ½̈�#� ��l��� ���.f 0(x) = �2 sin 2x+ 2 sinx = �4 sinx osx+ 2 sinx= 2 sinx(1� 2 osx)s�Ù¼�� ½̈çß� [0; �℄ \�"f e��>�&h� x = 0; �3 ; � �� �>rF���Ç��. e��>�&h��̀� l�ï�rÜ¼�� �<Ê�º_Æ 7£xy���̀� �̧������ ��6£§õ� °ú ��.3%i����y���<Ê�º\�� C�Äº��� s� °ú̄�Ér x = � aros 1�p32 Ü¼�� ����èq �º e��6£§�̀� ·ú� �º e����.



℄j 2 ℄X� ���y���<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º 155x 0 � � � �3 � � � �f 0(x) 0 � 0 + 0f(x) �1 & �32 % 3(vi) ÕªA�áÔ Õªo�l� : ½̈çß� [0; �℄ \�"f_Æ ÕªA�áÔ��H ��6£§ ¢,aAá¤ ÕªaË>õ� °ú ��. y »¡¤\� �/�#� �/g�As�����H ��z�́�̀� s�6 x���� ½̈çß� [��; �℄ \�"f_Æ ÕªA�áÔ��H ��6£§ �̧ǑÉrAá¤ ÕªaË>õ� °ú ��.
Π

3
Π-

Π

3
-Π

x

-1
-1.5

3

y

Π

3
Π-

Π

3
-Π

x

-1
-1.5

3

y

��6£§ ÕªaË>�Ér ÅÒl�$í
�̀� s�6 x�#� ½̈çß� [�3�; 3�℄ \� �/�#� ÕªA�áÔ\�� ÕªǑ2; �̄	s���. �
Π 2 Π 3 Π-Π-2 Π-3 Π

x

-1
-1.5

3

y



156 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rV� 3 â�
 �℄�ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁÿ? �¿Áþ�ÊÁ������<Ê�º y = sinx ��H ÅÒl��<Ê�ºs�Ù¼�� {9��/{9� �/6£xs� ��m���. ����"f z�́�º ����̂|9�½+Ë\�"f ������<Ê�º_Æ %i��<Ê�º\�� &ñ
_Æ½+É �º \O���. Õª�Q�� &ñ
_Æ%i��̀� [��=2; �=2℄ �� ℄j��Ç���� ������<Ê�º��H[��=2; �=2℄ \�"f [�1; 1℄ �� ����H {9��/{9� �/6£xs� �)a��. ����"f &ñ
_Æ%i��̀� [��=2; �=2℄ �� ℄j��Ç��Ç ������<Ê�º��H %i��<Ê�º\�� °ú���H��.s�XO�>� &ñ
_Æ�)a %i��<Ê�º\�� �℄���ê�>Áþ�ÊÁ(inverse sine funtion)���� ÂÒØÔ��y = arsinx�� �����·p��.4 %i�������<Ê�º_Æ &ñ
_Æ%i��Ér [�1; 1℄ s��� u�%i��Ér [��=2; �=2℄ s���.y = arsinx , sin y = x s��� � �2 � y � �2
–1

0

1

–3 –2 –1 1 2 3

x

–1.5

–1

–0.5

0

0.5

1

1.5

y

–1 –0.5 0.5 1

x

�ï������<Ê�º y = osx _Æ &ñ
_Æ%i��̀� [0; �℄ �� ℄j��Ç�#� %3�#Qt���H �ï������<Ê�º_Æ %i��<Ê�º\���℄��ó��ê�>Áþ�ÊÁ(inverse osine funtion)���� ÂÒØÔ��y = arosx�� �����·p��. %i��ï������<Ê�º_Æ &ñ
_Æ%i��Ér [�1; 1℄ s��� u�%i��Ér [0; �℄ s���.y = arosx , os y = x s��� 0 � y � �
–1

0

1

–2 –1 1 2 3 4 5

x

0

1

2

3

y

–1 1

x�¹M� 4 ��6£§ °ú̄�̀� ½̈�#���.4%i����y���<Ê�º\�� y = sin�1 x �� ³ðl��l��̧ ��Ç��.



℄j 3 ℄X� %i����y���<Ê�ºü< �̧�<Ê�º 157(a) arsin�12� (b) aros�� 12� () tan� arsin 35�Solution(a) sin �6 = 12 s��� �6 ��H ��2 ü< �2 ��s�\� e��Ü¼Ù¼��arsin�12� = �6s���.(b) os�2�3 � = �12 s��� 2�3 ��H 0 õ� � ��s�\� e��Ü¼Ù¼��aros�� 12� = 2�3s���.() � = arsin�35� ���� ���. sin � = 35 > 0 s�Ù¼�� 0 < � < �2 e���̀� ·ú� �º e����. ��6£§õ� °ú s� ��Ç y��s� � s��� ±	���_Æ U�́s��� 5 ��� f��y�����y��+þA�̀� Õª�9 ����.
θ

3

4

5

x�������Û¼ &ñ
o�\� _Æ�#� x9Æ���_Æ U�́s���H 4 e���̀� ·ú� �º e����. ����"ftan� arsin 35� = tan � = 34s���. �òøÍH$�àÔ�<Ê�º��H &ñ
_Æ%i��̀� (��=2; �=2) �� ℄j��Ç���� {9��/{9� �/6£xs� �)a��. ����"f %i��<Ê�º\��&ñ
_Æ½+É �º e����HX< s� %i��<Ê�º\�� �℄�ö5��½dç�Áþ�ÊÁ(inverse tangent funtion)���� ÂÒØÔ��y = artanx�� �����·p��. %i�òøÍH$�àÔ�<Ê�º_Æ &ñ
_Æ%i��Ér (�1;1) s��� u�%i��Ér (��=2; �=2) s���.y = artanx , tan y = x s��� � �2 < y < �2
–2

–1

0

1

2

y

–6 –4 –2 2 4 6

x



158 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�r�¹M� 5 ��6£§�̀� çß�éß�y� �#���.(a) sin(artanx) (b) sin(2 arsinx)Solution(a) � = artanx ���� ���. Õª�Q��� ��=2 < � < �=2 s���. ��6£§õ� °ú s� ��Ç y��s� � s��� x9Æ���_Æ U�́s��� 1 ��� f��y�����y��+þA�̀� Õªo���.5
1

Θ

x2 + 1
x

tan � = x s�Ù¼�� ���y��+þA_Æ Z�}s���H x s��� x�������Û¼ &ñ
o�\� _Æ�#� ±	���_Æ U�́s���Hp1 + x2 s���. ����"f sin(artanx) = sin � = xp1 + x2s���.(b) � = arsinx ���� ���. ������<Ê�º_Æ C�y��/BNd��sin 2� = 2 sin � os �\�"f sin � = sin(arsinx) = x s��� x = sin � s�Ù¼�� ��6£§õ� °ú s� ��Ç y��s� � s��� ±	���_Æ U�́s��� 1 ��� f��y�����y��+þA�̀� Õªo���.
1

Θ

1 - x2

x

��r� x�������Û¼_Æ &ñ
o�\� _Æ���� x9Æ���_Æ U�́s���H p1� x2 s� ÷&�� os � = p1� x2 s��)a��. ����"f sin(2 arsinx) = 2xp1� x2�̀� %3���H��. �5� > 0 s���� ���y��+þA�Ér 1��ì�r���\�, � < 0 s���� ���y��+þA�Ér 4 ��ì�r���\� Õª�9�����.



℄j 3 ℄X� %i����y���<Ê�ºü< �̧�<Ê�º 159�℄�ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ y = arsinx , sin y = x and � �2 � y � �2y = arosx , os y = x and 0 � y � �y = artanx , tan y = x and � �2 < y < �2�℄�ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ i�&P�������<Ê�º y = f(x) = sinx ��H �̧��H &h�\�"f p�ì�r��0px��� ��=2 < x < �=2 s����y0 = osx > 0s�Ù¼�� %i��<Ê�º &ñ
o�\� _Æ�#� %i�������<Ê�º y = arsinx ��H �1 < x < 1 {9� M: p�ì�r��0px���.��r� %i��<Ê�º &ñ
o�_Æ ���õ�\�� f(x) = sinx; g(x) = arsinx\� �/�#� &h�6 x���� g0(x) = 1f 0(g(x)) = 1os(arsinx)s���. arsinx = � ���� ���� sin � = x; ��2 � � � �2s�Ù¼�� os arsinx = os � =p1� x2e���̀� ·ú� �º e����. ����"f g0(x) = (arsinx)0 = 1p1� x2�̀� %3���H��.(tanx)0 = se2 x > 0 s�Ù¼�� %i��<Ê�º&ñ
o�\� _Æ�#� %i�òøÍH$�àÔ�<Ê�º�̧ p�ì�r��0px���. y =artanx ���� ���� x = tan y s���. �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����1 = (se2 y)y0s��� se2 y = 1 + tan2 y = 1 + x2s�Ù¼�� y0 = (artanx)0 = 11 + x2s���.



160 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�r�℄�ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁ ddx (arsinx) = 1p1� x2ddx (arosx) = � 1p1� x2ddx (artanx) = 11 + x2Note %i�������<Ê�ºü< %i��ï������<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º��H ÂÒ ñëß� ìøÍ�/s��� °ú �Ér �<Ê�ºs���. ��r� ú́�K�"f (arsinx+ arosx)0 = 0; 0 � x � �2s���. ����"f arsinx+ arosx = Cs��� arsin 0 = 0; aros 0 = �2s�Ù¼��arsinx+ arosx = �2s� $í
wn���Ç��.�¹M� 6 ��6£§ �<Ê�º[þt_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.(a) f(x) = arsin 1x (b) g(x) = artanpxSolution ½+Ë$í
�<Ê�º_Æ p�ì�rZO��̀� &h�6 x��Ç��.(a) � arsin 1x�0 = 1p1� (1=x)2� 1x�0= 1p1� 1=x2�� 1x2� = � 1px4 � x2(b) (artanpx)0 = 11 + (px)2 (px)0= 11 + x 12px = 12px(1 + x) �



℄j 4 ℄X� t��º�<Ê�ºü< ��Õª�<Ê�º 161V� 4 â�
 m�ÊÁÁþ�ÊÁÿ? �×Ü«Áþ�ÊÁ�ª�_Æ z�́�º a \� �/�#� z�́�º |9�½+Ë\�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�ºf(x) = ax�̀� m�ÊÁÁþ�ÊÁ(exponential funtion)���� ��Ç��. #�l�"f ������º n \� �/�#�an = a � a � � � a| {z }( a \�� n ��� Y�L��Ç �̄	)Ü¼�� &ñ
_Æ��� a�n = 1anÜ¼�� &ñ
_Æ��Ç��. a0 = 1 �� Z�~��H��. x �� Ä»o��ºs���� "f�� �è��� &ñ
�º p; q \� �/�#� x = pq ��jþt �º e���� ax = ( qpa)pÜ¼�� &ñ
_Æ��Ç��.6 ÕªXO������ Áºo��º x \� �/�#� ax ��H #Q�"� _Æp�{9�Æ�? s� �â
Äº, ax _Æ &ñ
_Æ��HÄ»o��º_Æ �â
Äº%�!3� f��℄X�&h�s�t���H ·ú§��. x \� �º§4����H e��_Æ_Æ Ä»o��º �º\P� (xn) \� �/�#�ax = limn!1 axnÜ¼�� &ñ
_Æ��Ç��.7m�ÊÁÁþ�ÊÁ�+ Å℄Æ��
t��º�<Ê�º��H ��6£§õ� °ú s� t��º_Æ $í
|9��̀� ëß�7á¤��Ç��. x; y �� Ä»o��º��� �â
Äº��H t��º_Æ $í
|9�\�"f ���� ��{9� �º e���� {9�ìøÍ&h���� z�́�º_Æ �â
Äº��H �º\P�_Æ �FG��Ç_Æ $í
|9��̀� s�6 x���� ��{9� �º e����.m�ÊÁÁþ�ÊÁ�+ Å℄Æ��
�ª�_Æ z�́�º a; b ü< e��_Æ_Æ z�́�º x; y \� �/�#� ��6£§ 1pxd��s� $í
wn���Ç��.1. ax � ay = ax+y2. (ax)y = axy3. ax � bx = (ab)x 4. axay = ax�y5. axbx = �ab�xt��º�<Ê�º y = ax ��H a > 1 s���� 7£x���<Ê�ºs���limx!1 ax =1; limx!�1ax = 06 qpa ��H q ℄jY�L�%i��̀� M: a �� ÷&��H Ä»{9���Ç �ª��º\�� _Æp���Ç��.7s� �º�� ú̧� &ñ
_Æ÷&��Ht�, 7£¤, x �� �º§4����H �̧��H Ä»o��º �º\P�\� �/�#� °ú �Ér �FG��Ç°ú̄Ü¼�� �º§4����Ht�\� �/��Ç �7H_Æ��H #�l�"f��H ��ÀÒt� ·ú§��x��. s��Q��Ç �7H_Æ��H K�$3��<Æs��� ��/åLp�&h�ì�r�<Æ �§F�\�� ������l� ��êøÍ��.



162 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rs���. ¢̧��Ç, 0 < a < 1 s���� y���è�<Ê�ºs���limx!1 ax = 0; limx!�1 ax =1s���. y = ax _Æ ÕªA�áÔü< y = �1a�x = a�x _Æ ÕªA�áÔ��H y »¡¤\� �/�#� �/g�As���.
y � axy � a-x y � bxy � b-x

ê�>Ä©Å℄Æ*�×t��º�<Ê�º��H ���½̈$í
�©�s��� ~½Ó��$í
Óüt|9�_Æ Ô�æõ� 1px ���r�� �����\�"f_Æ �&³�©��̀� �º�<Æ&h�Ü¼���̧+þA�o�l�\� &h�½+Ë��Ç �<Ê�ºs���.Äº��� ���½̈$í
�©��̀� ¶ú�(R��l��� ���. �<Ê�º P = P (t) \�� r�çß� t \�"f #Q�"� ÒqtÓüt_Æ >h�̂�º�����. >h�̂�º��H ������º�� ÅÒ#Qt�Ù¼�� >h�̂�º�<Ê�º P = P (t) ��H ��6£§õ� °ú s� >�éß� �̧�ª�_Æ �<Ê�º�� �)a��. s�XO�>� ½̈çß�\�"f �©��º°ú̄�̀� °ú���H �<Ê�º\�� N�í5�Áþ�ÊÁ(step funtion)���� ��Ç��. >h�̂�º�� 	�H �â
Äº >�éß��<Ê�º\�� ��6£§ ÕªaË>%�!3� ÂÒ×¼�Qî�r /BG���Ü¼�� ��H��r�&�"f ��6 x��Ç��.

z�́+«>z�́\�"f ~�Ì_�o���\�� v�î�r���� ���. /BNçß�õ� %ò
�ª��̀� Ø�æì�r�>� ℄j/BN��� �'a¹1Ï��Ç ���õ�~�Ì_�o���_Æ >h�̂�º��H ��Ç r�çß�\� ¿º C��� Zþt#Q z�¤��. °ú �Ér ~½Ód��Ü¼�� ~�Ì_�o���_Æ >h�̂�º�� Zþt#Qèß������ �íl� ~�Ì_�o���_Æ >h�̂�º�� P0 {9� M:P (1) = 2P (0) = 2P0P (2) = 2P (1) = 22P0P (3) = 2P (2) = 23P0s���. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� ������º t \� �/�#� P (t) = 2tP0



℄j 4 ℄X� t��º�<Ê�ºü< ��Õª�<Ê�º 163s��� ~�Ì_�o���_Æ �º��H ���5Åq&h�Ü¼��8 7£x����Ç���� ��&ñ
���� e��_Æ_Æ z�́�º t \� �/�#� >h�̂�º�<Ê�º��H P = 2tP0 �� ��&ñ
��Ç��. s���� ~½Ód��Ü¼�� ���½̈�� 7£x��½+É M: ���½̈��H m�ÊÁ�\�ã��× Å℄Æ*�×(exponential growth)��Ç���� ��Ç��.�¹M� 1 �'a¹1Ï�̀� r����½+É M: 100 ��o�_Æ ~�Ì_�o����� e��%3����� ���. 30 ì�r\� ~�Ì_�o���_Æ �º��H ¿º C��� Zþt#Qèß����� ½+É M: ¿º r�çß� Êê ~�Ì_�o���_Æ �º��H Y>� ��o������? ¢̧, 15 ì�r Êê ~�Ì_�o���_Æ �º��H Y>� ��o������?Solution �'a¹1Ï�̀� r������Ç t� t r�çß� Êê ~�Ì_�o���_Æ �º\�� P (t) ���� ����P (0) = 100; P (0:5) = 2P (0) = 200s��� {9�ìøÍ&h�Ü¼�� P (0:5t) = 100 � 2t; ¢̧��H P (t) = 100 � 22t�� jþt �º e����. ����"f ¿º r�çß� Êê_Æ ~�Ì_�o���_Æ �º��HP (2) = 100 � 24 = 1600s���. 15 ì�r Êê��� 0.25 r�çß� Êês�Ù¼��P (0:25) = 100 � 20:5 � 141s���. �ð5�ḈÔe�ð5�ḈÔe�(half-life)êøÍ Óüt|9�s� Ô�æõ�÷&���� ��ǑÉr Óüt|9��� ���+þA÷&#Q "é¶A� �ª�_Æ ìøÍÜ¼�� ×��#Q×¼��H X<\� ���o���H r�çß��̀� {9�(����H��. \V\�� [þt#Q �̈·�×�å̧ 218(218Po)_Æ ìøÍy��l���H 3.05 ì�rÜ¼�� ·ú��94R e����. t��FK m0g _Æ e����³ous� e���̀� M: t ì�r Êê_Æ e����³ou_Æ �ª��̀� m(t) ���� ���. Õª�Q���m(3:05) = m02 ; m(6:10) = m022m(9:15) = m023 ; m(12:20) = m024s���. ����"f e����³ou_Æ �ª� m(t) ��H ��6£§ d��Ü¼�� ³ð�&³½+É �º e����.m(3:05t) = m02t¢̧��H s = 3:05t �� u�8̈����� s ì�r Êê e����³ou_Æ �ª��Ér ��6£§õ� °ú ��.m(s) = m02s=3:05 = m02� s3:05�¹M� 2 ��óu Ra-226 _Æ ìøÍy��l���H ��� 1600Æ̧�s���.8�º�<Æ\�"f_Æ ���5Åq&h���� �̄	õ���H 	�s��� e����. #�l�"f��H 59ì�rÆ�t� ����o�� \O����� 60ì�r\� ¿º C��� ÷&��H �̄	s� ��m��� Õª ��s�\� >�5Åq 7£x���#� 60ì�r\���H ¿º C��� �)a����H >pws���.



164 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�r(a) �&³F� 100 mg _Æ ��óu Ra-226 s� �>rF�½+É M: t Æ̧� Êê ��óu Ra-226 _Æ �ª��̀� ½̈�#���.(b) 800 Æ̧� Êê ��óu_Æ �ª��̀� ìøÍ�̀�aË>�#� �è�º&h� s�� 'Í	P:��o�Æ�t� ½̈�#���.Solution(a) m(t) \�� t Æ̧� Êê z���� e����H ��óu Ra-226 _Æ �ª�s����� ���. ìøÍy��l��� 1600 Æ̧�s�Ù¼��m(1600t) = 100�12�tÜ¼�� jþt �º e���� ����"f m(t) = 100�12�t=1600e���̀� ·ú� �º e����.(b) m(800) �̀� ½̈���� �)a��.m(800) = 100�12� 8001600 = 100p2 � 70:7(mg) ��×Ü«Áþ�ÊÁ�+ ÇaÆ�+a > 0 s��� a 6= 1 s���� t��º�<Ê�º f(x) = ax ��H 7£x���<Ê�ºs����� y���è�<Ê�ºs�Ù¼�� {9��/{9��/6£xs���. ����"f f ��H %i��<Ê�º\�� °ú���H��. s�M: t��º�<Ê�º_Æ %i��<Ê�º\�� ���(base)s� a ��� �×Ü«Áþ�ÊÁ(logarithmi funtion)���� ÂÒØÔ�� loga x �� �����·p��. ��r� ú́�K�"fy = loga x , x = ay\�� _Æp���Ç��.�¹M� 3 ��6£§�̀� çß�éß�y� �#���.(a) log2 8 (b) log100 10 () logp3 13Solution (a) 23 = 8 s�Ù¼�� log2 8 = 3 s���.(b) p100 = 1001=2 = 10 s�Ù¼�� log100 10 = 12 s���.() logp3 13 = x ���� ���� (p3)x = 3x=2 = 13 = (3)�1s�Ù¼�� x = �2 s���. ��×Ü«Áþ�ÊÁ�+ Ü«8�è«



℄j 4 ℄X� t��º�<Ê�ºü< ��Õª�<Ê�º 165t��º�<Ê�º_Æ &ñ
_Æ%i��Ér z�́�º_Æ |9�½+Ë R s��� u�%i��Ér R+ s�Ù¼�� ��Õª�<Ê�º_Æ &ñ
_Æ%i��Ér R+ ,u�%i��Ér R s���. a > 1 s���� t��º�<Ê�º y = ax ��H éß�í�H7£x���Ù¼�� %i��<Ê�º y = loga x �̧ éß�í�H7£x����Ç��. ��ðøÍ��t��� 0 < a < 1 s���� t��º�<Ê�º y = ax ��H éß�í�Hy���è�Ù¼�� %i��<Ê�º y = loga x�̧ éß�í�Hy���è��Ç��. ¢̧��Ç a0 = 1; a1 = a s�Ù¼�� �̧��H a \� �/�#�loga 1 = 0; loga a = 1s���. ��r� ú́�K�"f y = loga x _Æ ÕªA�áÔ��H ¿º &h� (1; 0) õ� (a; 1) �̀� t�èß���.��Õª�<Ê�º y = loga x ��H t��º�<Ê�º y = ax _Æ %i��<Ê�ºs�Ù¼�� ¿º ÕªA�áÔ��H f����� y = x \� �/�#� �/g�As���. t��º�<Ê�º y = ax ��H a > 1 {9� M: ��ÅÒ ��ØÔ>� 7£x�����H �<Ê�ºs���. ����"f ��Õª�<Ê�º y = loga x ��H ��ÅÒ Ö¼o�>� 7£x�����H �<Ê�ºs���. b > a > 1 ��� �â
Äº t��º�<Ê�ºü< ��Õª�<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ\�� °ú s� Õª�9����� y��y�� ��6£§õ� °ú ��.
x

y

y � ax

y � logaHxL

y � bx

y � logbHxLlog 1a x = � loga x s�Ù¼�� y = log 1a x _Æ ÕªA�áÔü< y = loga x _Æ ÕªA�áÔ��H x »¡¤\� �/�#� �/g�As���.
x

y

y � logaHxL

y � log 1
a

HxLÕªA�áÔ��ÂÒ'� ��Õª�<Ê�º f(x) = loga(x) \� �/�#� ��6£§ ��z�́[þt�̀� �'a¹1Ï½+É �º e����.� a > 1 s���� a �� 9þt�º2�¤ x!1 {9� M:, �<Ê�º��H ��;��;y� 7£x����Ç��.� a > 1 s���� limx!1 loga x =1; limx!0+ loga x = �1 s���.� 0 < a < 1 s���� limx!1 loga x = �1; limx!0+ loga x =1 s���.



166 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�r�×Ü«Áþ�ÊÁ�+ Å℄Æ��
��Õª�<Ê�º��H t��º�<Ê�º_Æ%i��<Ê�ºs�Ù¼��t��º�<Ê�º_Æ $í
|9�\�"fÕª$í
|9�[þt�̀� Ä»�̧½+É�ºe����.ax1 � ax2 = ax1+x2\�"f y1 = ax1 ; y2 = ax2 ���� ����x1 = loga y1; x2 = loga y2s��� y1y2 = ax1+x2 s�Ù¼�� x1 + x2 = loga(y1y2)s� $í
wn���Ç��. ����"f loga y1 + loga y2 = loga(y1y2)e���̀� ·ú� �º e����. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� ��{9� �º e����.loga �y1y2� = loga y1 � loga y2loga xr = r loga x�̄¹,  âÄ, m�ÊÁU 7�ø5� �×Ü«Áþ�ÊÁ�+ Å℄Æ��
�ª�_Æ z�́�º x; y, e��_Æ_Æ z�́�º r \� �/�#� ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.(Y�L_Æ ZO�gË:) loga(xy) = loga x+ loga y(℄��_Æ ZO�gË:) loga �xy� = loga x� loga y(t��º_Æ ZO�gË:) loga xr = r loga x�¹M� 4 ��6£§ °ú̄�̀� ½̈�#���.(a) log7(p2 + 1) + log7(p2� 1)(b) log3 63� log3 7() log10p30� log10p12 + log10 2Solution (a) Y�L_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x����log7(p2 + 1) + log7(p2� 1) = log7(p2 + 1)(p2� 1) = log7 1 = 0s���.(b) ℄��_Æ ZO�gË:\� _Æ���� log3 63� log3 7 = log3 637 = log3 9s��� t��º_Æ ZO�gË:\� _Æ�#� ��6£§ °ú̄�̀� %3���H��.log3 9 = log3 32 = 2 log3 3 = 2



℄j 4 ℄X� t��º�<Ê�ºü< ��Õª�<Ê�º 167() Y�L_Æ ZO�gË:õ� ℄��_Æ ZO�gË:�̀� °ú s� ��6 x����log10p30� log10p12 + log10 2 = log10 �p30 � 2p12 � = log10p10s���. ����"f t��º_Æ ZO�gË:\� _Æ�#�log10p10 = log10 101=2 = 12�̀� %3���H��. ��¹M� 5 ��6£§ °ú̄�̀� çß�éß�y� �#���.(a) a2 loga x (b) 3 12 log3 5Solution (a) a2 loga x = aloga x2 = x2(b) 3 12 log3 5 = 3log3p5 = p5 ���¥o>�×Ü«x9Æ�º�� ������©��º e s���� x9Æ�º\�� Òqt|ÄÌ��� ��6£§õ� °ú s� ����?/l��� ��Ç��.loge x = logxs�M: logx\����¥o>�×Ü«Áþ�ÊÁ(natural logarithm)����ÂÒǑÉr��.9{9�ìøÍ&h����x9Æ�º a(a > 0; a 6= 1)\�� °ú���H ��Õª�<Ê�º��H �������Õª�<Ê�º\�� s�6 x�#� ����èq �º e����. y = loga x s���� x = ay s����ª����\� �������Õª\�� 2[K� ÅÒ��� logx = log ay = y log as�Ù¼�� y = loga x = logxlog a�� $í
wn���Ç��. s�\�� x9Æ_Æ ���8̈�/BNd��s����� ��Ç��.����+ £o>».É�̄»�Ï� loga x = logxloga�¹M� 6 loga b =  {9� M:, ��6£§ °ú̄�̀�  \�� s�6 x�#� ����?/#Q��.9��1px�<Æ�§ �§F�\�"f��H x9Æs� 10 ��� �©�6 x��Õª_Æ �â
Äº x9Æ�̀� Òqt|ÄÌ�#� æ¼�� �������Õª_Æ �â
Äº ln �̀� ��6 x��Ç��.



168 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�r(a) logb a (b) log 1a b () loga2 bSolution x9Æ_Æ ���8̈�/BNd��\� _Æ����  = log blog a s���.(a) ��r� x9Æ_Æ ���8̈�/BNd��\� _Æ���� logb a = log alog b = 1s���.(b) x9Æ_Æ ���8̈�/BNd��õ� log a�1 = � loga ����H ��z�́�̀� s�6 x����log 1a b = log blog 1a = log b� loga= � log blog a = �s���.() loga2 b = log blog a2 = log b2 log a = 2 s���. �m�ÊÁ'�×ÇaÆ�Ï�t��º�<Ê�º��H {9��/{9��<Ê�ºs�Ù¼�� ax = ays���� x = y �� $í
wn���Ç��. x9Æs� ��\�� M:\���H �ª����\� �������Õª\�� 2[�#� Û��#Q ï�r��. \V\�� [þt#Q2x = 3x2 ; x 6= 0{9� M: �ª����\� �������Õª\�� 2[����log 2x = log 3x2 ) x log 2 = x2 log 3s�Ù¼�� x = log 2log 3 � 0:63s� �)a��.�¹M� 7 ?/ÂÒ�:r�̧�� 2ÆC ��� Í�t�©���\�"f ��oÅÒ\�� Æ�?/�� t ì�rs� t�èß� Êê ��oÅÒ_Æ �:r�̧\�� f(t)���� ���� ��6£§õ� °ú s� ����?/#Q�����.10f(t) = 24� 22e�0:02t(a) 10 ì�r Êê ��oÅÒ_Æ �:r�̧��H \O��������? 1 r�çß� Êê ��oÅÒ_Æ �:r�̧��H \O��������?10s� d���Ér ÅÂ©U>�+ �ÆjḈ�ß��ÓÏ�(ooling law of Newton)\� _Æ�#� Ä»�̧�)a��.



℄j 4 ℄X� t��º�<Ê�ºü< ��Õª�<Ê�º 169(b) r�çß�s� ú́§s� t������ ��oÅÒ_Æ �:r�̧��H #Qb�G>� ÷&��H��?() ��oÅÒ�� ���©� }f�e����H �:r�̧��H 6ÆC ���� ��Ç��. ��oÅÒ\�� ���©� }f�e��>� ��r��9��� ��oÅÒ\�� ��r�l� Y>� ì�r ���\� ��oÅÒ\�� Í�t�©���\�"f Æ�?/ Z�~���� ���H��?Solution Solution y = f(t) _Æ ÕªA�áÔ��H ��6£§õ� °ú ��.
1206010

x

24

20

10

2

y

(a) f(10) = 24� 22e�0:2 � 5:99; f(60) = 24� 22e�1:2 � 17:37 s���.(b) limt!1 f(t) = 24 s�Ù¼�� r�çß�s� ú́§s� t������(t!1) ��oÅÒ_Æ �:r�̧(f(t))��H 24 ÆC �� �º§4���Ç��.() ��oÅÒ ��r�l� t ì�r ���\� Æ�?/ Z�~��H���� ����24� 22e�0:02t = 6s� $í
wn����H t \�� ¹1ÔÜ¼��� �)a��. &ñ
o��#� �ª� ���\� ��Õª\�� 2[����e�0:02t = 1822 ) �0:02t = log 1822 � �0:2s�Ù¼�� t � �0:2�0:02 = 10s���. ��r� ú́�K�"f ��r�l� 10 ì�r ���\� Æ�?/ Z�~Ü¼��� �)a��. �



170 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rV� 5 â�
 m�ÊÁ, �×Ü«Áþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁt��º�<Ê�º f(x) = ax _Æ �̧�<Ê�º\�� &ñ
_Æ\�� s�6 x�#� >�íß�����f 0(x) = limh!0 ax+h � axh= limh!0 ax(ah � 1)h= ax limh!0 ah � 1h�̀� %3���H��. ����"f f(x) = ax �� x = 0 \�"f p�ì�r��0px����, ��r� ú́�K�"ff 0(0) = limh!0 ah � 1h = La�� �>rF����� (ax)0 = Laax�� H�d�̀� ·ú� �º e����. �FG��Ç°ú̄ La ��H ÕªA�áÔ f(x) = ax _Æ x = 0 \�"f_Æ l�Ö��l�s���. a �� 7£x������ La _Æ °ú̄�̧ 7£x���<Ê�̀� ~1�>� ·ú� �º e����.

-1 1 2
x

1.

3

5

y

y � 2xy � 3x

��¥o>(�×ÊÁa = 2; 2:5; 3 ��� �â
Äº f 0(0) �̀� �ºu�&h�Ü¼�� ��H��°ú̄�̀� ½̈K� �����11L2 = limh!0 2h � 1h � 0:69; L2:5 = limh!0 2:5h � 1h � 0:92; L3 = limh!0 3h � 1h � 1:10110 \� ��Æ�î�r h \� �/�#� ��H��°ú̄�̀� ½̈�#� ����� ��6£§õ� °ú ��.h 2h � 1h 2:5h � 1h 3h � 1h0.1 0.7177 0.9596 1.16120.01 0.6956 0.9205 1.10470.001 0.6934 0.9167 1.09920.0001 0.6932 0.9163 1.09870.00001 0.6931 0.9163 1.0986



℄j 5 ℄X� t��º, ��Õª�<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º 171e���̀� ·ú� �º e����. s� d��Ü¼��ÂÒ'� 2:5 < a < 3 ��� °ú̄ ×�æ\�"fLa = f 0(0) = 1s� ÷&��H �º�� �>rF��<Ê�̀� ·ú� �º e����HX< s� �º\�� ë�H�� e �� ����?/�� ��¥o>(�×ÊÁ���� ÂÒǑÉr��. s�XO�>� &ñ
_Æ�)a ������©��º��H 2 �©� 1 ℄X�\�"f &ñ
_Æ�)a ������©��ºü< {9�u���Ç��.12��¥o>(�×ÊÁ��6£§ d���̀� ëß�7á¤���H z�́�º\�� ������©��º e ���� ��Ç��.limh!0 eh � 1h = 1Note &ñ
_Æ��ÂÒ'� ������©��º e \�� x9ÆÜ¼�� °ú���H t��º�<Ê�º f(x) = ex _Æ �̧�<Ê�º��H ��l� �����õ� {9�u���Ç��. f 0(x) = (ex)0 = ex = f(x)����"f ½+Ë$í
�<Ê�º_Æ p�ì�rZO�\� _Æ���� ��6£§ d���̀� %3���H��.ddx (eg(x)) = f 0(g(x))g0(x) = eg(x)g0(x):£¤y� �©��º k \� �/�#� g(x) = kx s����ddx (ekx) = ekx(kx)0 = kekx (4.2)�� $í
wn���Ç��. ��Ë̈#Q ú́����� g _Æ ����oÖ���̀� ����?/��H �̧�<Ê�º g0 �Ér g _Æ k C�s���.g0(x) = kg(x)m�ÊÁÁþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁ�������Õª�<Ê�º��H t��º�<Ê�º y = ex _Æ %i��<Ê�ºs���. ����"f ��6£§ 1pxd��s� $í
wn���Ç��.log ex = x; elog x = x#�l�"f 1pxd�� elog x = x��H{9�ìøÍ&h���� �<Ê�º\�� t��º�<Ê�º�� ���+þAr�&�ÅÒ��H Ä»6 x��Ç /BNd��s���. \V\�� [þt#Q x9Æs� a ��� t��º�<Ê�º��H ��6£§õ� °ú s� ����èq �º e����.y = ax = (elog a)x = ex log a����"f d�� (4.2) ��ÂÒ'� (ax)0 = (ex log a)0 = (log a)ex log a = ax log a12������©��º_Æ ��ǑÉr ³ð�&³ �����



172 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�r�̀� %3���H��.m�ÊÁÁþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁddx (ex) = ex; ddx (ax) = ax log a; ; ddx (eg(x)) = eg(x)g0(x)
�¹M� 1 %�6£§ P0 ��o�_Æ ~�Ì_�o����� e���̀� M: ��Ç r�çß�\� ~�Ì_�o���_Æ �º�� ���5Åq&h�Ü¼�� ¿º C��� Zþt#Qèß����� ���. Õª�Q��� r�y�� t \�"f ~�Ì_�o���_Æ >h�̂�º�<Ê�º\�� P = 2tP0 �� jþt �º e����.ddt (2t) = ddt (et log 2) = (log 2)2t � (0:69)2ts�Ù¼�� ~�Ì_�o��� >h�̂�º_Æ $í
�©�Ò���ÉrdPdt = ddt (P02t) � P0(0:69)2ts���. \V\�� [þt#Q �íl�>h�̂�º�� P0 = 50 s�%3������ 5 r�çß� Êê_Æ $í
�©�Ò���ÉrdPdt ���t=5 � 50(0:69)25 = 1104 (��o�/r�çß�)s���. s��̄	�Ér 5r�çß� Êê\� ~�Ì_�o���_Æ >h�̂�º��H r�çß�{©� ��� 1104��o�_Æ q�Ö���� $í
�©���Ç����H �̄	�̀� _Æp���Ç��. �)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� &ñ
r� ë�H℄j 6)�<Ê�º h(x) ��H h(0) = 0 s� 9 h0(0) = 1 s���. z�́�º ����̂ |9�½+Ë\�"f &ñ
_Æ�)a ���5Åq�<Ê�º f(x) ��� _Æ C��º�� ����� x \� �/�#� f(x) = h(x) 3x � 1(sin x)2s���� f(0) _Æ °ú̄�Ér s���.)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� &ñ
r� ë�H℄j 3)g(0) = 0; g0(0) = 3 ��� �<Ê�º g\� �/�#� �<Ê�º f\��f(x) = 8<:(ex � 1)g(x)2x2 ; x 6= 00 ; x = 0�� ½+É M:, f 0(0) = s���.



℄j 5 ℄X� t��º, ��Õª�<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º 173)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� �ºr� ë�H℄j 10)��6£§ f(x) = 8<: ex�1x (x 6= 0);1 (x = 0)õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a �<Ê�º f�� ½̈çß� (�1;1)\�"f ���5Åq�<Ê�ºs���, 7£x���<Ê�ºe���̀� ��s���.i�&P�'�×ÇaÆ�Ï��t��º�<Ê�º y = Cax = Cekx (k = log a) _Æ �̧�<Ê�º��Hy0 = (log a)(Cax) = ky (4.3)s�Ù¼�� �����_Æ �©��ºC��� �)a��. s��Q��Ç $í
|9��̀� °ú���H �<Ê�º�� ¢̧ e���̀�Æ�? ²ú��Ér ��f���s���. ��r� ú́�K�"f y0 = kys���� y = Cekx s���. s�\�� ��s�l� 0A�#� f 0(x) = kf(x) ���� ���.g(x) = f(x)=ekx = f(x)e�kx���� ���� g0(x) = f 0(x)e�kx + f(x)(�ke�kx)= (f 0(x)� kf(x))e�kx = 0s���. ����"f g(x) = C s���. ��r� ú́�K�"ff(x) = Cekxs���.d�� (4.3)õ�°ú s� �̧�<Ê�º\���í�<Ê���H~½Ó&ñ
d���̀�i�&P�'�×ÇaÆ�Ï�(di�erential equation)s�������Ç��.�¹M� 2 �:r�̧�� y0 ��� Óüt�̂\�� �:r�̧�� A ��� /BNçß�\� Z�~��¤�̀� M: r�çß� t \�"f_Æ Óüt�̂_Æ �:r�̧y = f(t) ��H ¾»���_Æ Í�ty��ZO�gË:\� _Æ���� ��6£§õ� °ú s� ÅÒ#Q�����.y = f(t) = A+ (y0 �A)e�kt; k > 0s�M: y0 �̀� y \�� s�6 x�#� ����?/#Q��. s� d��s� _Æp����H ��\�� [O�"î
�#���.Solution t��º_Æ p�ì�rZO�gË:�̀� s�6 x����y0 = �k(y0 �A)e�kt = �k(y �A)�̀� %3���H��. ����"f Óüt�̂_Æ �:r�̧�� /BNçß�_Æ �:r�̧���� ±ú�Ü¼���y0 = �k(y �A) > 0



174 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rs�Ù¼�� Óüt�̂_Æ �:r�̧��H �̀������� Óüt�̂_Æ �:r�̧�� /BNçß�_Æ �:r�̧���� Z�}Ü¼���y0 = �k(y �A) < 0s�Ù¼��Óüt�̂_Æ�:r�̧��H?/�9çß���. ¢̧��ÇÓüt�̂_Æ�:r�̧_Æ����oÖ���ÉrÓüt�̂ü</BNçß�_Æ�:r�̧	�s�\�q�YV��Ç��. �3�×�̄�Áþ�ÊÁ(hyperboli funtion)��̧��H �<Ê�º f ��H ��6£§õ� °ú s� Äº�<Ê�ºü< l��<Ê�º_Æ ½+ËÜ¼�� ì�rK��#� jþt �º e����.f(x) = f(x) + f(�x)2 + f(x)� f(�x)2ëß���� t��º�<Ê�º ex \�� s���� ~½ÓZO�Ü¼�� æ¼��� ��6£§õ� °ú ��.ex = ex + e�x2 + ex � e�x2s�M: Äº�<Ê�º ÂÒì�r�̀� 3�×�̄��ó��ê�>Áþ�ÊÁ(hyperboli osine), l��<Ê�º ÂÒì�r�̀� 3�×�̄���ê�>Áþ�ÊÁ(hyperboli sine)���� ÂÒǑÉr��. t��º�<Ê�º ex �Ér Áº��Ç��� p�ì�r��0px�Ù¼�� �©�/BG�ï������<Ê�ºü< �©�/BG������<Ê�º�̧ Áº��Ç��� p�ì�r��0px� 9(oshx)0 = sinhx; (sinh x)0 = oshx � 1s���. (sinhx)0 > 0 s�Ù¼�� �©�/BG������<Ê�º��H 'K�¤� ��Áþ�ÊÁ(stritly inreasing funtion)e���̀�·ú� �º e����.
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y = oshx y = sinhx3�×�̄�Áþ�ÊÁ�©�/BG�ï������<Ê�º : oshx = ex + e�x2 , �©�/BG������<Ê�º : sinhx = ex � e�x2



℄j 5 ℄X� t��º, ��Õª�<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º 175&ñ
_Æ\� _Æ�#� ��6£§ 1pxd��s� $í
wn���Ç��.osh2 t� sinh2 t = �et + e�t2 �2 � �et � e�t2 �2 = 1����"f x = osh t; y = sinh t�� Z�~Ü¼��� Õª ÕªA�áÔ��H 3�×�̄�¤n>(hyperbola)_Æ {9�ÂÒ�� �)a��.13
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0.5 1 1.5

3�×�̄�¤n>�+ 9�5��ªx = osh t; y = sinh t ���� ���� ýa³ðî̈
��� 0A_Æ &h� (x; y) _Æ ��2[��H �©�/BG���x2 � y2 = 1; x � 1s� �)a��.3�×�̄�ö5��½dç�Áþ�ÊÁ�3�×�̄�ö5��½dç�Áþ�ÊÁ(hyperboli tangent)��H �©�/BG������<Ê�ºü< �©�/BG�ï������<Ê�º_Æ q��� &ñ
_Æ��Ç��. tanhx = sinhxoshx = ex � e�xex + e�x�©�/BGòøÍH$�àÔ�<Ê�º_Æ �â
Äº��H(tanh x)0 = � sinhxoshx�0= (sinhx)0 oshx� sinhx(oshx)0osh2 x= osh2 x� sinh2 xosh2 x= 1osh2 x13���y���<Ê�º��H "é¶_Æ B�>h�o\� æ¼�����. 7£¤, "é¶_Æ ~½Ó&ñ
d�� x2 + y2 = 1 �Ér x = os t; y = sin t �� B�>h�o½+É �º e����.



176 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rs���. ����"f �©�/BGòøÍH$�àÔ�<Ê�º��H 'K�¤� ��Áþ�ÊÁ(stritly inreasing funtion)s���. ¢̧��Çlimx!1 tanhx = 1; limx!�1 tanhx = �1s���.
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y

–4 –2 2 4

x�©�/BG�<Ê�º��H s�2£§s�Ä»����Çëß��pus������y���<Ê�ºü< Ä»����Ç�½Ó1pxd���̀�ëß�7á¤��Ç��. \V\��[þt#Q��6£§�Ér ���y���<Ê�º_Æ C�y��/BNd��õ� ��ÅÒ Ä»����Ç +þAI�\�� °ú���H��.14�¹M� 3 ��6£§ 1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.sinh 2x = 2 sinhx oshx; osh 2x = osh2 x+ sinh2 xSolution &ñ
_Æ\�� s�6 x�#� ~1�>� ��{9� �º e����.2 sinhx oshx = 2�ex � e�x2 ��ex + e�x2 �= e2x � e�2x2= sinh 2xosh2 x+ sinh2 x = �ex + e�x2 �2 + �ex � e�x2 �2= e2x + e�2x2= osh 2x �3�×�̄�Áþ�ÊÁ�+ �℄�Áþ�ÊÁ��©�/BG������<Ê�ºü< �©�/BGòøÍH$�àÔ�<Ê�º��H {9��/{9��/6£xs�Ù¼�� %i��<Ê�º�� �>rF���Ç��. �©�/BG������<Ê�º_Æ %i��<Ê�ºü< �©�/BGòøÍH$�àÔ�<Ê�º_Æ %i��<Ê�º��Hy = sinh�1 x; y = tanh�1 x�� y��y�� ����?/l��� ��Ç��. �©�/BG������<Ê�º_Æ %i��<Ê�º��H &ñ
_Æ%i�s� z�́�º_Æ |9�½+Ë R ��� ìøÍ��� �©�/BGòøÍH$�àÔ�<Ê�º_Æ %i��<Ê�º��H &ñ
_Æ%i�s� �1 < x < 1 s���. ¢̧��Ç &ñ
_Æ%i��̀� x � 0 �� ℄j��Ç���� �©�/BG�ï������<Ê�º_Æ %i��<Ê�º�̧ �>rF���Ç��. s�M: Õª %i��<Ê�º\��y = osh�1 x14ÂÒ ñ\� Ä»_Æ½+É �̄	



℄j 5 ℄X� t��º, ��Õª�<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º 177��&ñ
_Æ��Ç��. �©�/BG�ï������<Ê�º_Æ %i��<Ê�º��H&ñ
_Æ%i�s� x � 1s���. ��6£§ ÕªaË>�Ér�©�/BG�<Ê�º(&h����)ü< Õª %i��<Ê�º(z�́���)[þt�̀� °ú �Ér î̈
���\� ÕªǑ2; �̄	s���.y = sinhx; y = sinh�1 x y = oshx; y = osh�1 x y = tanhx; y = tanh�1 x

3�×�̄�Áþ�ÊÁ�+ �℄�Áþ�ÊÁy = sinh�1 x , x = sinh yy = osh�1 x , x = osh y and x � 1; y � 0y = tanh�1 x , x = tanh y and � 1 < x < 1%i��<Ê�º_Æp�ì�rZO�õ� �©�/BG�<Ê�º_Æ�½Ó1pxd���̀�s�6 x���� %i��©�/BG�<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈½+É �ºe����.�¹M� 4 ddx osh�1 x = 1px2 � 1 ; (x > 1) e���̀� ��#���.Solution y = osh�1 x ���� ���� x = osh y; y � 0 s���. �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����ddxx = (sinh y)dydxs���. ��Ç¼#� osh2 y � sinh2 y = 1 s��� y � 0 s�Ù¼��sinh y =qosh2 y � 1 =px2 � 1s���. ����"f dydx = 1sinh y = 1px2 � 1�̀� %3���H��. ��©�/BG�<Ê�º��H t��º�<Ê�º\�� s�6 x�#� ����èq �º e��Ü¼Ù¼�� %i��©�/BG�<Ê�º��H ��Õª�<Ê�º\�� s�6 x�#� ����èq �º e����.�¹M� 5 x � 1 \� �/�#� ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.y = osh�1 x = log(x+px2 � 1)



178 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�rSolution %i��<Ê�º_Æ &ñ
_Æ��ÂÒ'�x = osh y = ey + e�y2 ; y � 0s�Ù¼�� �ª����\� 2ey \�� Y�L����e2y + 1 = 2eyx; ) e2y � 2eyx+ 1 = 0�̀� %3���H��. u = ey (� 1) �� Z�~Ü¼��� u \� �/��Ç s�	�d��u2 � 2xu+ 1 = 0�̀� %3��� u � 1 s�Ù¼�� ��H_Æ /BNd��\�"f u = x+px2 � 1e���̀� ·ú� �º e����. u = ey s�Ù¼�� �ª����\� ��Õª\�� 2[����y = log(x+px2 � 1)�̀� %3���H��. ��×Ü«Áþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁy = logx ���� ���� ey = x s���. �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����ddx (ey) = ey dydx = 1�̀� %3��� �ª�����̀� ey �� ��¾º��� dydx = 1ey = 1x�̀� %3���H��. ¢̧��Ç, loga x = logxloga s�Ù¼��ddx� loga x� = 1x log as���.�×Ü«Áþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁ ddx (log x) = 1x ; ddx (loga x) = 1x log a½+Ë$í
�<Ê�º y = log g(x) = f(g(x)) \� �/�#� ����WZO�gË:�̀� &h�6 x���� f 0(u) = 1u s�Ù¼��dydx = f 0(g(x))g0(x) = g0(x)g(x)



℄j 5 ℄X� t��º, ��Õª�<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º 179s� $í
wn���Ç��.TÒ¼Å℄ÆÁþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁ ddx (log g(x)) = g0(x)g(x)�¹M� 6 ��6£§ �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.(a) y = log osx(b) y = log(1 + x2)() y = (log(1 + x2))2Solution ½+Ë$í
�<Ê�º_Æ p�ì�rZO��̀� &h�6 x���� y��y�� ��6£§õ� °ú ��.(a) y0 = (osx)0osx = � sinxosx = � tanx(b) y0 = (1 + x2)01 + x2 = 2x1 + x2() y0 = 2(log(1 + x2))(log(1 + x2))0 = 2(log(1 + x2)) 2x1 + x2 = 4x log(1 + x2)1 + x2 �)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� &ñ
r� ë�H℄j 4)/BG��� y lnx = ln y 0A_Æ &h� (e�e; e�1) \�"f s� /BG���\� ℄X����H ℄X����_Æ l�Ö��l���Hs���.y = log jxj ��H x 6= 0 ��� z�́�º\� �/�#� &ñ
_Æ�)a��.log jxj = ( logx; x > 0log(�x); x < 0s�Ù¼�� x > 0 s���� � log jxj�0 = � logx�0 = 1xs��� x < 0 s���� � log jxj�0 = � log(�x)�0 = �1�x = 1x�̀� %3���H��. s� ���õ���H ���� l�%3�½+É ëß���Ç ��u��� e����H /BNd��s���.1515&h�ì�r�̀� �����½+É �̄	



180 ℄j 4 �©� �í�Z4�<Ê�º_Æ p�ì�r(log jxj)0 = 1x)ç�(|¡è��� (2005Æ̧� &ñ
r� ë�H℄j 4)~½Ó&ñ
d�� lnx = x2 s� �̧f�� ��Ç >h_Æ z�́��H�̀� °ú��̧2�¤ ���H �ª�_Æ z�́�º  ��H s���.�×Ü«i�&P�ß��Y�L, ℄��, ¢̧��H t��º\� �/�#� ��Õª\�� 2[���� y��y�� ½+Ë, 	�, Y�LÜ¼�� ���8̈��)a��. s��Q��Ç ��Õª�<Ê�º_Æ $í
|9��̀� s�6 x���� 4�¤ú̧���Ç �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º�̧ çß�éß��>� ½̈½+É �º e����. \V\�� [þt#Qlog[(x2 + 1)3(x� 1)5℄ = 3 log(x2 + 1) + 5 log(x� 1)s�Ù¼�� � log[(x2 + 1)3(x� 1)5℄�0 = 3� log(x2 + 1)�0 + 5� log(x� 1)�0= 6xx2 + 1 + 5x� 1\�� %3���H��.�¹M� 7 ��6£§ �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.(a) y = logr2x+ 3x+ 1 (b) y = log� 1 + x23p1 + x3�Solution(a) y = logr2x+ 3x+ 1 = 12h log(2x+ 3)� log(x + 1)i s�Ù¼��y0 = 12h 22x+ 3 � 1x+ 1is���.(b) y = log� 1 + x23p1 + x3� = log(1 + x2)� 13 log(1 + x3) s�Ù¼��y0 = 2x1 + x2 � 13 3x21 + x3 = 2x1 + x2 � x21 + x3s���. ���Õª�<Ê�º�� ��m����̧ Y�L, ℄��, ¢̧��H t��º�� ³ð�&³�)a �â
Äº �ª����\� ��Õª\�� 2[�#� >�íß������s̀��� >�íß�s� /'0>�����. \V\�� [þt#Q y = xx



℄j 5 ℄X� t��º, ��Õª�<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º 181\�"f �ª����\� ��Õª\�� 2[���� log y = x logxs��� 6£§�<Ê�º p�ì�rZO��̀� s�6 x�#� x \� �/�#� p�ì�r����y0y = logx+ x � 1x ) y0 = xx(logx+ 1)�̀� %3���H��. s�XO�>� �ª����\� ��Õª\�� 2[�#� �̧�<Ê�º\�� ½̈���H ~½ÓZO��̀� �×Ü«i�&P�ß��s����� ��Ç��.�¹M� 8 ��6£§ �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈�#���.y = p(x2 + 1)(x2 + 4)x2 + 2Solution �ª����\� ��Õª\�� 2[����log y = 12h log(x2 + 1) + log(x2 + 4)i� log(x2 + 2)s�Ù¼�� �ª�����̀� x \� �/��Ç �̧�<Ê�º\�� ½̈����y0y = 12h 2xx2 + 1 + 2xx2 + 4i� 2xx2 + 2s�Ù¼�� y0 = h xx2 + 1 + xx2 + 4 � 2xx2 + 2ip(x2 + 1)(x2 + 4)x2 + 2�̀� %3���H��. �)ç�(|¡è��� (2009Æ̧� $í
2[�̧ &ñ
r� ë�H℄j 2)a�� �ª�_Æ �©��º{9� M:, x > 0 ��� #3�0A\�"f �<Ê�º y = x(xa) _Æ þj�è°ú̄�Ér s���.)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� $í
2[�̧ �ºr� ë�H℄j 7)f1(x) = lnxx (1 < x < e{9� M:); f2(x) = lnxx (e < x{9� M:)s���g(x) = f�12 Æ f1(x) (1 < x < e{9� M:)�� ���. g0(x) = [g(x)℄2(1� lnx)[1� ln g(x)℄x2 e���̀� ��#���.)ç�(|¡è��� (2005Æ̧� $í
2[�̧ &ñ
r� ë�H℄j 5)/BG��� xy = yx 0A_Æ &h� (2; 4) \�"f s� /BG���\� ℄X����H f�����_Æ l�Ö��l���H s���.



V� 5 *�×i�&P��+ £� £� 
V� 1 â�
 �×q�R±Ó�+ ß��ÓÏ�Äºo���H 2�©� 4℄X�\�"f #��Q +þAI�_Æ ÂÒ&ñ
+þA_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�%i���. Õª ×�æ #Q�"� �̄	�Ér �/�º&h���� $í
|9��̀� s�6 x�%i��� limx!2 x2 � 4x2 � x� 2 (��l� 4); limx!0 px2 + 1� 1x2 (��l� 5)#Q�"� �̄	�Ér l���<Æ&h���� $í
|9��̀� s�6 x�%i���.limt!0 sin tt (��l� 8)s� ℄X�\�"f��H s��Q��Ç ÂÒ&ñ
+þA_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈���H {9�ìøÍ&h���� ~½ÓZO��̀� ·ú�����l��� ��Ç��.�×q�R±Ó�+ ß��ÓÏ�p�ì�r��0px��Ç ¿º �<Ê�º f; g \� �/�#�f(a) = g(a) = 0s����� ���. f 0; g0 s� ���5Åqs��� g0(a) 6= 0 s����limx!a f(x)g(x) = limx!a f(x)�f(a)x�ag(x)�g(a)x�a= limx!a f(x)�f(a)x�alimx!a g(x)�g(a)x�a= f 0(a)g0(a)182



℄j 1 ℄X� ��x�»1Ï_Æ ZO�gË: 183s���. s� ���õ���H �×q�R±Ó�+ ß��ÓÏ�(L'Hospital's rule)_Æ :£¤�º��Ç �â
Äºs���. {9�ìøÍ&h���� ��x�»1Ï_ÆZO�gË:�Ér a = �1{9�M:�̧ $í
wn���Ç��. ¢̧��Ç x = a \�"f_Æ �<Ê�º°ú̄s� �1��� �â
Äº\��̧ $í
wn���Ç��.1�×q�R±Ó�+ ß��ÓÏ�p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º f; g \� �/�#� �FG��Ç°ú̄limx!a f 0(x)g0(x)s� �>rF���Ç���� ���. a 2 [�1;1℄ \� �/�#�� f(a) = g(a) = 0 s������ limx!a f(x) = limx!a g(x) = �1s���� ��6£§ 1pxd��s� $í
wn���Ç��. limx!a f(x)g(x) = limx!a f 0(x)g0(x)Note 'Í	 ���P: �̧|	�s� ��6£§õ� °ú s� 7á§ �8 {9�ìøÍ�o ÷&#Q�̧ °ú �Ér ���õ��� $í
wn���Ç��.limx! f(x) = limx!a g(x) = 0��x�»1Ï_Æ &ñ
o���H 0/0 g1Js��� 1=1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þA_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈���HX< Ä»6 x���. \V\�� [þt#Q limx!0 log(1 + x)x = limx!0 11+x1 = 1�Ér 0/0 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þA\� ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x��Ç �̄	s��� ��6£§�Ér 1=1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þA_Æ >�íß�\���x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x��Ç �̄	s���. limx!1 xex = limx!1 1ex = 0�¹M� 1 ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� s�6 x�#� ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.(a) limt!0 sin tt = 1 (b) limt!0 1� os tt2 = 12Solution(a) ì�r��, ì�r�̧_Æ �FG��Ç°ú̄s� �̧¿º 0 ��� 0/0 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs���. ����"f ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:\� _Æ�#� limt!0 sin tt = limt!0 os t1 = 1s���.1��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�Ér áÔ|½ÓÛ¼_Æ )7á¤ ��x�»1Ï2_Æ s�2£§�̀� ��"f "î
"î
÷&%3�t�ëß� z�́℄j����H Û¼0AÛ¼_Æ Ä»"î
��Ç �º�<Æ�� |9�îß���� Z�ØÔ¾ºs� ��_Æ *�× Sß�ÅÁl�(Jean Bernoulli)_Æ \O�&h�s���.



184 ℄j 5 �©� p�ì�r_Æ 6£x6 x(b) %i�r� ì�r��, ì�r�̧_Æ �FG��Ç°ú̄s� �̧¿º 0 ��� 0/0 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs���. ����"f ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:\�_Æ�#� limt!0 1� os tt2 = limt!0 sin t2t�̀� %3���H��. ¿º ���P: �FG��Ç°ú̄�̧ 0/0 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs�Ù¼�� ��r� ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x����limt!0 1� os tt2 = limt!0 os t2 = 12�� �)a��. ���6£§õ� °ú s� ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� ¿º ��� s��©� &h�6 x�#� �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�l��̧ ��Ç��.�¹M� 2 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) xnex (b) limx!1 logxxp ; (p > 0)Solution(a) f(x) = xn (n �Ér ������º), g(x) = ex \� �/�#� a =1 \�"f ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� ìøÍ4�¤�#�&h�6 x���� limx!1 xnex = limx!1 nxn�1ex= � � � = limx!1 n!ex = 0�̀� %3���H��. ����"f e��_Æ_Æ ���½Ód�� p(x) \� �/�#�limx!1 p(x)ex = 0s���.(b) 1=1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs���. ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x���� ��6£§�̀� %3���H��.limx!1 logxxp = limx!1 1xpxp�1 = limx!1 1pxp = 0 �Note 0A_Æ ���õ���H t��º�<Ê�º�� x �� ��ÅÒ &�t���� #Q�"� ���½Ód������ À1Ïo� 7£x����� ��Õª�<Ê�º��H ��ÅÒ ��;��;y� 7£x���<Ê�̀� _Æp���Ç��.�̄¹ £¿�M� 	��+ ÉÙÇaÆÌfClimx!a f(x) = 0; limx!a g(x) =1 s���� limx!a f(x)g(x) _Æ °ú̄�Ér "î
SX��t��� ·ú§��.3 s���� �â
Äº��Hfg = f1=g ; ¢̧��H fg = g1=f3s���� �â
Äº 0 � 1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs����� ��Ç��.



℄j 1 ℄X� ��x�»1Ï_Æ ZO�gË: 185g1J�� ��Ë̈#Q æ¼��� 0/0, ¢̧��H 1=1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þA�̀� ëß�[þt �º e����. ����"f ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x½+É �º e����. limx!a f(x) = 1; limx!a g(x) = 1 ��� �â
Äº f � g g1J�̀� 1�1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs�������� %i�r� &h�{©���Ç ���íß��̀� :�x�#� 0/0, ¢̧��H 1=1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þA�̀� ëß�[þt#Q �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈��Ç��.�¹M� 3 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) limx!0+x logx (b) limx!1� 1logx � 1x� 1�Solution(a) 0 � (�1) g1Js�t�ëß� ��6£§õ� °ú s� 1=1 g1J�� ��5g"f ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x½+É �º e����.limx!0+x logx = limx!0+ logx1=x = limx!0+ 1=x�1=x2= limx!0+(�x) = 0(b) :�xì�r�#� >�íß����� ��6£§õ� °ú s� 0/0 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þA�̀� %3���H��.limx!1� 1logx � 1x� 1� = limx!0 (x� 1)� logx(x� 1) logx����"f ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x���� ��6£§�̀� %3���H��.limx!1 (x� 1)� logx(x� 1) logx = limx!1 1� 1xlogx� x�1x= limx!1 x� 1x log x+ x� 1= limx!1 1logx+ x 1x + 1 = 12 �m�ÊÁÌfC�+ ÉÙÇaÆÌfC�FG��Ç°ú̄ limx!a[f(x)℄g(x)�Ér ��6£§õ� °ú s� #��Q g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þA�̀� °ú���H��.1. 00 g1J : limx!a f(x) = 0; limx!a g(x) = 02. 10 g1J : limx!a f(x) =1; limx!a g(x) = 03. 11 g1J : limx!a f(x) = 1; limx!a g(x) =1[j �â
Äº �̧¿º t��º�<Ê�º +þAI��� ��Ë̈#Q jþt �º e����. ��r� ú́�K�"f[f(x)℄g(x) = eg(x) log(f(x))s��� t��º limx!a[g(x) log(f(x))℄ =  s���� t��º�<Ê�º��H �̧��H &h�\�"f ���5Åqs�Ù¼��limx!a[f(x)℄g(x) = elimx!a[g(x) log(f(x))℄ = e



186 ℄j 5 �©� p�ì�r_Æ 6£x6 x�� $í
wn���Ç��.�¹M� 4 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) limx!0+xx (b) limx!1(1 + x)1=x () limx!1(1 + 1x2 )xSolution(a) 00 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs���. log xx = x log x s��� limx!0+x log x = 0 s�Ù¼��limx!0+xx = limx!0+ ex log x = e0 = 1�̀� %3���H��.(b) 10 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs���. log(1 + x)1=x = log(1 + x)x ��H 1=1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs���. ��x�»1Ï_ÆZO�gË:\� _Æ���� limx!1 log(1 + x)x = limx!1 11+x1 = 0s�Ù¼�� limx!1(1 + x)1=x = elimx!1 log(1+x)x = e0 = 1s� �)a��.() 11 g1J_ÆÂÒ&ñ
+þAs���.ÅÒ#Q����<Ê�º\���Õª\��2[���� log(1+ 1x2 )x = x log(1+ 1x2 )��H 0 �1g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs���.limx!1x log(1 + 1x2 ) = limx!1 log(1 + 1x2 )1=x = limx!1 log(x2 + 1)� log(x2)1=xs�Ù¼�� ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x����limx!1x log(1 + 1x2 ) = limx!1 2xx2+1 � 2x�1=x2 = limx!1 2x(1 + x2) = 0s���. ����"f limx!1(1 + 1x2 )x = e0 = 1s���. ��¹M� 5 �<Ê�º f(x) = xx _Æ ÕªA�áÔ\�� Õª�9��.Solution �<Ê�º y = f(x) _Æ &ñ
_Æ%i��Ér x > 0 ��� z�́�º|9�½+Ë R+ s���. xx > 0 s���f 0(x) = xx(log x+ 1)s�Ù¼�� Ä»{9���Ç e��>�&h� x = 1e \�"f �FG�è°ú̄ f( 1e ) = e�1=e �̀� °ú���H��.



℄j 1 ℄X� ��x�»1Ï_Æ ZO�gË: 187x x < 1e 1e x > 1ef 0(x) � 0 +f(x) & �FG�è°ú̄ %limx!1xx =1s�Ù¼�� �ºî̈
&h���H����Ér �>rF��t� ·ú§Ü¼ 9f 00(x) = (xx)0(logx+ 1) + xx(log x+ 1)0= xx(logx+ 1)2 + xx 1x= xx((logx+ 1)2 + 1x ) > 0s�Ù¼�� /BG����Ér �½Ó�©� ��A��� �̂�2�¤���. t��FKÆ�t� ¶ú�(R �:r �̄	õ� ��l� 4 \�� ���/�� ÕªA�áÔ\�� Õªo���� ��6£§õ� °ú ��. �
1
ã

1 2
x

1

2

3

y

�ók��+ Ë̂Æ!C�G±êÇaÆh����x�»1Ï_ÆZO�gË:�̀� 7£x"î
�l�0AK�"f��H{9�ìøÍ�o�)a î̈
ç�H°ú̄&ñ
o����9�¹̄���.��6£§ &ñ
o���HáÔ|½ÓÛ¼_Æ �º�<Æ�� �ók�(Cauhy4_Æ s�2£§�̀� ��"f �ók��+ Ë̂Æ!C�G±êÇaÆh�)���� ÂÒǑÉr��.�ók��+ Ë̂Æ!C�G±ê ÇaÆh�¿º �<Ê�º f; g �� {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åqs��� \P�Ǒ2; ½̈çß� (a; b) \�"f p�ì�r��0px����f 0()[g(b)� g(a)℄ = g0()[f(b)� f(a)℄ (5.1)\�� ëß�7á¤���H  2 (a; b) �� �>rF���Ç��.Note �ïr�_Æ î̈
ç�H°ú̄&ñ
o�\�"f g(x) = x s���� g0(x) = 1 s�Ù¼�� {9�ìøÍ î̈
ç�H°ú̄&ñ
o��� �)a��.4Augustin Cauhy(1789{1867)



188 ℄j 5 �©� p�ì�r_Æ 6£x6 xNote g(a) 6= g(b) s��� �̧��H x \� �/�#� g0(x) 6= 0 s���� d�� (5.1) �Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����. f 0()g0() = f(b)� g(a)g(b)� g(a)s� d���Ér ¿º �<Ê�º_Æ î̈
ç�H����oÖ��_Æ q�ü< í�Hçß�����oÖ��_Æ q��� °ú ��t���H í�Hçß�s� e��6£§�̀� _Æp���Ç��.�ïr�_Æ î̈
ç�H°ú̄ &ñ
o���H �<Ê�ºh(x) = f(x)� f(a)� f(b)� f(a)g(b)� g(a) [g(x)� g(a)℄\� �/�#� \��_Æ &ñ
o�\�� &h�6 x���� ~1�>� ��{9� �º e����.�×q�R±Ó ß��ÓÏ��+ ¤� �ZÆ�f(a) = g(a) = 0 (�1 < a <1) ��� �â
Äº\�� 7£x"î
�l��� ��Ç��.5 �ïr�_Æ î̈
ç�H°ú̄&ñ
o�\� _Æ���� f(x)g(x) = f(x)� f(a)g(x)� g(a) = f 0(x)g0(x)��� �º x �� a ü< x ��s�\� �>rF���Ç��. x! a s���� x ! a s�Ù¼��limx!a f(x)g(x) = limx!a f 0(x)g0(x) = limx!a f 0(x)g0(x)�� $í
wn���Ç��. a =1 s���� t = 1x ���� ���. Õª�Q��� x!1 {9� M: t! 0+ s���. ����"flimx!1 f(x)g(x) = limt!0+ f( 1t )g( 1t )s�Ù¼�� a �� Ä»��Ç½+É M:_Æ ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� ��6 x½+É �º e����.limt!0+ f( 1t )g( 1t ) = limt!0+ f 0( 1t )�1t2g0( 1t )�1t2= limt!0+ f 0( 1t )g0( 1t ) = limx!1 f 0(x)g0(x)Õª�QÙ¼�� f(a) = g(a) = 0 (�1 � a � 1) {9� M: "é¶���H ���õ�\�� %3���H��.
5 limx!a f(x) = limx!a g(x) = �1 ��� �â
Äº��H ��1px�º�<Æ �§F�\�� ������l� ��êøÍ��.



℄j 2 ℄X� þj&h��oë�H℄j 189V� 2 â�
 i��\��ª%K�V�ÅÒ#Q��� �̧|	�\�"f þj�©�_Æ ���×þ��̀� ¹1Ô��H �̄	�̀� i��\��ª(optimization)���� ��Ç��. þj�©�_Æ ���×þ�s�êøÍ ÅÒ#Q��� �©�S!�\� ���� þj�/°ú̄�̀� ¹1Ô��H �̄	{9� �º�̧ e���� ��m���� þj�è°ú̄�̀� ¹1Ô��H �̄	s� |̈ �º�̧e����.\V\�� [þt#Q, ℄j�̧��_Æ {9��©�\�"f��H &ñ
K���� Óüt|¾Ó�̀� þj�è_Æ q�6 xÜ¼�� Òqtíß��l�\�� ��³1Ï �̄	s���, �èq���_Æ {9��©�\�"f��H &ñ
K���� ���Ǒ�\� ��0px��Ç ��Ç ú́§�Ér �ª�_Æ Óüt|	��̀� ������ ½+É �̄	s���. ÓütÀÓ\�� î�r%ò
���H ��|��s������ &ñ
K���� t�&h�[þt�̀� ���©� ��ØÔ>� �̧¿º ~½Óë�H½+É �º e����H �â
��\�� ¹1Ô��z�·#Q ��Ç��. �â
%ò
��_Æ �â
Äº����� q�6 x�Ér þj�è�o��� s�î�r�Ér þj�/�o �l�\�� "é¶½+É �̄	s���. s� ℄X�\�"f��H p�ì�r�̀� s�6 x�#� þj&h��o ë�H℄j\�� K�������H ~½ÓZO��̀� ¶ú�(R��l��� ��Ç��. Äº��� þj�/°ú̄, þj�è°ú̄_Æ &ñ
_Æ\�� ��r� ��Ç ��� ¶ú�(R����.i�7�G±ê, i��¿G±êD \�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º f ü< &h� x0 2 D \� �/�#�� D _Æ �̧��H &h� x \� �/�#� f(x) � f(x0) s���� x0 �̀� f _Æ i�7��\�s��� ��� f(x0) �̀�f _Æ i�7�G±ê(absolute maximum)s�������Ç��.� D _Æ �̧��H &h� x \� �/�#� f(x) � f(x0) s���� x0 �̀� f _Æ i��¿�\�s��� ��� f(x0) �̀�f _Æ i��¿G±ê(absolute minimum)s�������Ç��.i�7�G±ê, i��¿G±ê Ä©�e�þj�/�þj�è°ú̄ &ñ
o�\� _Æ�#� ���5Åq��� �<Ê�º y = f(x) ��H �̀½̈çß� [a; b℄ \�"f þj�/°ú̄, þj�è°ú̄�̀� °ú���H��. Õªo��� e��>�&h�s� ����� /BM\�"f��H þj�/°ú̄, ¢̧��H þj�è°ú̄�̀� ��|9� �º \O���. ����"f þj�/°ú̄, þj�è°ú̄�Ér e��>�&h� ¢̧��H �ª� =åQ&h�\�"f %3�#Q�����. ����"f {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åq�<Ê�ºy = f(x) _Æ þj�/°ú̄, þj�è°ú̄�Ér ��6£§õ� °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ½̈½+É �º e����.i�7�G±ê, i��¿G±ê Ä©�e�{���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åq�<Ê�º y = f(x) \� �/�#�1. y = f(x) _Æ e��>�&h�\�"f f _Æ °ú̄�̀� �̧¿º ½̈��Ç��2. ½̈çß� [a; b℄ _Æ �ª� =åQ&h�\�"f_Æ °ú̄ f(a) ü< f(b) \�� ½̈��Ç��.3. 1, 2\�"f ½̈��Ç °ú̄ ×�æ\�"f ���©� 	�H °ú̄s� þj�/°ú̄, ���©� ����Ér °ú̄s� þj�è°ú̄s� �)a��.Note {���2³ ½̈çß� [a; b℄ \�"f �<Ê�º y = f(x) �� p�ì�r��0px���� 1. �Ér ��6£§õ� °ú s� ��Ë̈#Q jþt �º



190 ℄j 5 �©� p�ì�r_Æ 6£x6 xe����. 1a. : f 0() = 0 s� ÷&��H  \� �/�#� f() \�� �̧¿º ½̈��Ç��.�¹M� 1 �<Ê�º f(x) = 2x3 � 3x2 � 12x+ 6 \� �/�#� ��6£§ ½̈çß�\�"f þj�/°ú̄õ� þj�è°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) [�3; 4℄(b) [�0:5; 4℄ () [�3; 1:5℄(d) [�0:5; 1:5℄Solution �̧��H z�́�º\�"f p�ì�r��0px��Ç �<Ê�ºs�Ù¼�� e��>�&h��Ér f 0(x) = 0 ��� &h� x = �1; 2s���.e��>�&h�\�"f f _Æ °ú̄�Ér y��y�� f(�1) = 13; f(2) = �14s���.(a) f(�3) = �39; f(4) = 38 s�Ù¼�� x = 4 \�"f þj�/°ú̄ 38, x = �3 \�"f þj�è°ú̄ �39 \�� °ú���H��.(b) ÅÒ#Q��� ½̈çß�\� e��>�&h� x = �1 �Ér �í�<Ê÷&t� ·ú§��H��. f(�0:5) = 11 s�Ù¼�� x = �0:5; 2; 4\�"f �<Ê�º°ú̄�̀� q��§���� x = 4 \�"f þj�/°ú̄ 38, x = 2 \�"f þj�è°ú̄ �14 \�� °ú���H��.
-3 -1-2 1 2 3 4

x

13

-14

38

-39

y
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13

-14

38

-39

y

() ÅÒ#Q��� ½̈çß�\� e��>�&h� x = 2 ��H �í�<Ê÷&t� ·ú§�� f(1:5) = �12s�Ù¼�� x = �3;�1; 1:5\�"f �<Ê�º°ú̄�̀� q��§���� x = �1 \�"f þj�/°ú̄ 13, x = �3 \�"f þj�è°ú̄ �39 \�� °ú���H��.(d) ÅÒ#Q��� ½̈çß�\� e��>�&h�s� ����̧ �í�<Ê÷&t� ·ú§Ü¼Ù¼�� �ª� =åQ&h�ëß� q��§��Ç��.f(�0:5) = 11; f(1:5) = �12s�Ù¼�� x = �0:5 \�"f þj�/°ú̄ 11, x = 1:5 \�"f þj�è°ú̄ �12 \�� °ú���H��. �
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℄j 2 ℄X� þj&h��oë�H℄j 191�¹M� 2 ��6£§ �<Ê�º_Æ þj�/°ú̄õ� þj�è°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) f(x) = x2 � x+ 1x2 + x+ 1 ; 0 � x � 4(b) f(x) = xp4� x2() f(x) = ex sinx; �� � x � �Solution(a) f _Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈����f 0(x) = (2x� 1)(x2 + x+ 1)� (x2 � x+ 1)(2x+ 1)(x2 + x+ 1)2= 2(x2 � 1)(x2 + x+ 1)2s��� ì�r�̧��H �½Ó�©� �ª��ºs�Ù¼�� f 0(x) = 0 ) x = �1s���. Õª�Q�� 0 � x � 4 s�Ù¼�� Ä»{9���Ç e��>�&h� x = 1 �̀� °ú���H��. e��>�&h�õ� �ª� =åQ&h�\�"f�<Ê�º_Æ °ú̄�̀� ½̈����f(0) = 1; f(1) = 13 ; f(4) = 42 � 4 + 142 + 4+ 1 = 1321s���. ����"f x = 0 \�"f þj�/°ú̄ 1, x = 1 \�"f þj�è°ú̄ 13 �̀� °ú���H��.

-3 -1-2 1 2 3 4
x

2

3

y

(b) &ñ
_Æ%i�s� ���/åL÷&#Q e��t� ·ú§�Ér �â
Äº &ñ
_Æ%i��Ér Õª �<Ê�º�� _Æp�\�� °ú���H þj�/ |9�½+Ë�̀� _Æp���Ç��. ����"f f _Æ &ñ
_Æ%i��Ér �2 � x � 2 s���. f _Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈����f 0(x) = p4� x2 + x �2x2p4� x2= 4� x2 � x2p4� x2 = 2(2� x2)p4� x2



192 ℄j 5 �©� p�ì�r_Æ 6£x6 xs�Ù¼�� &ñ
_Æ%i� îß�\� ¿º >h_Æ e��>�&h� x = �p2 \�� °ú���H��. e��>�&h�\�"f_Æ �<Ê�º°ú̄�Érf(p2) = 2; f(�p2) = �2s��� �ª� =åQ&h�\�"f��H f(2) = f(�2) = 0s�Ù¼�� x = p2 \�"f þj�/°ú̄ 2 \��, x = �p2 \�"f þj�è°ú̄ �2 \�� °ú���H��.
- 2-2 2 2

x

2

-2

y

() f _Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈���� f 0(x) = ex(sinx+ osx)s��� ex > 0 s�Ù¼�� e��>�&h��Ér sinx+ osx = 0 �̀� ëß�7á¤���H x s���. ����"f e��>�&h��Érx = 3�4 ; ��4s���. �ª� =åQ&h�\�"f_Æ �<Ê�º°ú̄�Ér f(��) = f(�) = 0s��� e��>�&h�\�"f_Æ �<Ê�º°ú̄�Érf�3�4 � = e 3�4p2 � 7:46; f�� �4� = �e��4p2 � �0:32s�Ù¼�� x = 3�4 \�"f þj�/°ú̄ 7.46, x = ��4 \�"f þj�è°ú̄ �0:32 \�� °ú���H��. �

-Π -
Π

4
Π

3 Π
4

x

7.46

y

-0.32



℄j 2 ℄X� þj&h��oë�H℄j 193ÅÒ#Q��� ½̈çß�s� Ä»��Ç��Ç {���2³ ½̈çß� [a; b℄ �� ����� �â
Äº\���H þj�/°ú̄õ� þj�è°ú̄s� �½Ó�©� �>rF����H �̄	�Ér ��m���. ÅÒ#Q��� ½̈çß�s� Áº��Ç ½̈çß���� �â
Äº\���H x! �1 {9� M:_Æ �FG��Ç°ú̄�̀� ���9K� ������ ��Ç��.�¹M� 3 ��6£§ �<Ê�º_Æ þj�/°ú̄õ� þj�è°ú̄s� �>rF����� ½̈�#���.(a) f(x) = x2 � x+ 1x2 + x+ 1 (b) f(x) = xe�x2=2; x � 0Solution(a) ��l� 2 \�"f ¿º >h_Æ e��>�&h� x = �1s� �>rF��<Ê�̀� ¶ú�(R����¤��. �<Ê�º_Æ 7£xy��³ð\�� Õª�9 ����� ��6£§õ� °ú ��. x � � � �1 � � � 1 � � �f 0(x) + 0 � 0 +f(x) % 3(�FG�/°ú̄) & 13(�FG�è°ú̄) %ì�r�̧�� �½Ó�©� �ª��ºs�Ù¼�� �<Ê�º��H �̧��H z�́�º\�"f &ñ
_Æ÷&��limx!1 x2 � x+ 1x2 + x+ 1 = limx!�1 x2 � x+ 1x2 + x+ 1 = 1s�Ù¼�� x > 1 s���� 13 < f(x) < 1 s��� x < �1 s���� 1 < f(x) < 3 s���.

-1 1
x

1

3

y

����"f x = �1 \�"f þj�/°ú̄ 3, x = 1 \�"f þj�è°ú̄ 13 �̀� °ú���H��.(b) f _Æ �̧�<Ê�º\�� ½̈����f 0(x) = e�x2=2 + xe�x2=2(�x) = (1� x2)e�x2=2s���. e�x2=2 > 0 s�Ù¼�� f 0(x) = 0 ) x = �1s���. ����"f x � 0 ��� e��>�&h��Ér x = 1 ���s���. e��>�&h�\�"f �<Ê�º°ú̄�Érf(1) = e�1=2s��� �<Ê�º_Æ 7£xy��³ð\�� Õª�9 ����� ��6£§õ� °ú ��.



194 ℄j 5 �©� p�ì�r_Æ 6£x6 xx � � � 1 � � �f 0(x) + 0 �f(x) % e� 12 (�FG�/°ú̄) &limx!1xe�x2=2 = 0s�Ù¼�� x > 1 s���� 0 < f(x) < e� 12 s��� f(0) = 0 s���.
1

x

0.61

y

����"f x = 0 \�"f þj�è°ú̄ 0, x = 1 \�"f þj�/°ú̄ e� 12 � 0:61 �̀� °ú���H��. �i��\��ª %K�V�������&³�©�s��� �â
℄j�Ö̧1lx\�"f_Æ þj&h��o ë�H℄j��H q�6 x�̀� þj�è�o����� ò́Ö���̀� þj�/�o���Hë�H℄j 1px�̀� �í�<Ê��Ç��. �/ÂÒì�r_Æ ë�H℄j\���H ����º�� Ñüt s��©�s� ÅÒ#Qt� 9 ����º ��s�_Æ �'a>�d��s�ÅÒ#Q�����. s���� �â
Äº þj�è�o, ¢̧��H þj�/�o��� z�·�Ér �<Ê�º\�� ���_Æ ����º�� ����?/��H �̄	s� Äº���÷&#Q�� ��Ç��. ¢̧��Ç ÅÒ#Q��� �'a>�d��\�"f ����º�� 2[½+É �º e����H #3�0A�̧ ½̈�#��� ��Ç��.�¹M� 4 {��\� f����y��+þA �̧�ª�_Æ Ö����o�\�� 5g"f e��r� �½Ó��\�� ëß�[þt�9�� ��Ç��. Ö����o�_Æ U�́s��� 15 m {9� M: �½Ó��_Æ V,�s�\�� þj�/�� ��9��� �½Ó��_Æ ����, [j��_Æ U�́s�\�� #Qb�G>� K��� ���H��?
x

y y

Solution ����_Æ U�́s�\�� x, [j��_Æ U�́s�\�� y ���� ���. Õª�Q��� x; y ��H ��6£§õ� °ú �Ér �̧|	��̀�ëß�7á¤��Ç��. x+ 2y = 15; x � 0; y � 0 (5.2)



℄j 2 ℄X� þj&h��oë�H℄j 195�½Ó��_Æ V,�s���H A = xys�Ù¼�� ë�H℄j��H �̧|	� (5.2)\�� ëß�7á¤���H x; y ×�æ\�"f A = xy \�� þj�/�o���H x; y \�� ½̈���H �̄	s��)a��. �̧|	� (5.2)\�"f x = 15� 2y � 0s�Ù¼�� y �� 2[½+É �º e����H #3�0A��H 0 � y � 152 s���A = (15� 2y)y = 15y � 2y2s���. A _Æ e��>�&h��Ér A0 = 15� 4y = 0 ) y = 154s���. A00 = �4 < 0s�Ù¼�� y = 154 \�"f A ��H �FG�/°ú̄(15� 2154 )154 = 2258 = 28:125 (m2)�̀� °ú���H��. �<Ê�º A _Æ 7£xy���̀� ¶ú�(R����� ��6£§õ� °ú ��.x 0 < x < 154 x = 154 x > 154A0 + 0 �A % �FG�/°ú̄ &����"f Ä»{9���Ç �FG�/°ú̄�Ér þj�/°ú̄s� �)a��. s�M: þj�/°ú̄�Érf�154 � = �15� 152 �154 = 2258 = 28:125s���. �{9�ìøÍ&h�Ü¼�� þj&h��o ë�H℄j��H ��6£§õ� °ú �Ér õ�&ñ
�̀� ��5g"f K������Ç��.i��\��ª %K�V��+ B�Úr
1. �̧|	�\� e����H p�t��º[þt�̀� s�6 x�#� þj&h��o��� z�·�Ér �<Ê�º(3lq&h��<Ê�º)\�� ½̈��Ç��.2. �̧|	�\� e����H p�t��º\� �/��Ç �̧|	��̀� ½̈��� s� p�t��º[þt ��s�_Æ �'a>�d���̀� ½̈��Ç��.3. ÅÒ#Q��� �̧|	�d���̀� s�6 x�#� 3lq&h��<Ê�º\�� {9�����º�<Ê�º�� ��Ë̈#Q ��H��.4. 3lq&h��<Ê�º_Æ e��>�&h��̀� �̧¿º ½̈��Ç��.5. e��>�&h�õ� �̧|	�_Æ =åQ&h�\�"f 3lq&h��<Ê�º_Æ °ú̄�̀� �̧¿º ½̈��Ç��.6. 0A\�"f ½̈��Ç °ú̄ ×�æ\�"f ���©� 	�H °ú̄s� þj�/°ú̄, ���©� ����Ér °ú̄s� þj�è°ú̄s� �)a��.



196 ℄j 5 �©� p�ì�r_Æ 6£x6 xÑÏ�N��\�l� �����
 D1��l� 4 %�!3� �<Ê�º�� &ñ
_Æ�)a ½̈çß� îß�\� e��>�&h�s� ���ëß� e����H �â
Äº\�� ¶ú�(R����. y = f(x)�� Ä»{9���Ç e��>�&h��̀� °ú��� e��>�&h� ¢,aAá¤\�"f��H 7£x����� e��>�&h� �̧ǑÉrAá¤\�"f��H y���è���� e��>�&h�\�"f þj�/°ú̄�̀� °ú���H��. ìøÍ�/�� e��>�&h� ¢,aAá¤\�"f��H y���è��� e��>�&h� �̧ǑÉrAá¤\�"f��H 7£x������ e��>�&h�\�"f þj�è°ú̄�̀� °ú���H��. y = f(x)�� Ä»{9���Çe��>�&h� x =  \��°ú��� x 6=  \�"fp�ì�r��0px���� s� ��z�́�Ér��6£§õ� °ú s� jþt�º e����.ËÂ��
ø5� ÑÏ�N��\�y = f(x) �� Ä»{9���Ç e��>�&h� x =  \�� °ú��� x 6=  \�"f p�ì�r��0px����� ���.� x <  {9� M: f 0(x) > 0 s��� x >  {9� M: f 0(x) < 0 s���� y = f(x) ��H x =  \�"f þj�/°ú̄ f() \�� °ú���H��.� x <  {9� M: f 0(x) < 0 s��� x >  {9� M: f 0(x) > 0 s���� y = f(x) ��H x =  \�"f þj�è°ú̄ f() \�� °ú���H��.�¹M� 5 &h� (2,1) õ� "é¶ x2 + y2 = 1 ��s�_Æ ��o�\�� ½̈�#���.6Solution "é¶ 0A_Æ e��_Æ_Æ &h� (x; y) ü< &h� (2; 1) ��s�_Æ ��o���Hp(x � 2)2 + (y � 1)2s���. ¿º &h� ��s�_Æ ��o�_Æ ℄jY�Ls� þj�è{9� M: ��o��̧ þj�ès�Ù¼��d2 = (x� 2)2 + (y � 1)2_Æ þj�è°ú̄�̀� ½̈�l��� ��Ç��. #�l�"f (x; y) ��H éß�0A"é¶ 0A_Æ &h�s�Ù¼�� ��6£§õ� °ú �Ér �̧|	��̀� ëß�7á¤��Ç��. x2 + y2 = 1¢̧��Ç, &h� (2,1) s� 1 ��ì�r���_Æ &h�s�Ù¼�� x � 0; y � 0 s���y =p1� x2Ü¼�� jþt �º e����. s� ��z�́�̀� s�6 x���� d2 �̀� x _Æ �<Ê�º�� ����èq �º e����.d2 = (x� 2)2 + (y � 1)2 = x2 � 4x+ 4 + y2 � 2y + 1= 6� 4x� 2p1� x26{9�ìøÍ&h�Ü¼�� ��Ç &h�õ� �̧+þA ��s�_Æ ��o���H ��Ç &h�õ� �̧+þA 0A_Æ &h� ��s�_Æ ��o�_Æ þj�è°ú̄Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.



℄j 2 ℄X� þj&h��oë�H℄j 197����"f 3lq&h��<Ê�º\�� f(x) = 6� 4x� 2p1� x2���� ���. f(x) _Æ e��>�&h��̀� ½̈����f 0(x) = �4� 2 �2x2p1� x2 = 0 ) x = 2p5s���. �<Ê�º f _Æ 7£xy���̀� ¶ú�(R����� ��6£§õ� °ú ��.x 0 < x < 2p5 x = 2p5 2p5 < x < 1f 0 � 0 +f & �FG�è°ú̄ %����"f Ä»{9���Ç �FG�è°ú̄�Ér þj�è°ú̄s� ÷&�� s�M: þj�è°ú̄�Érf� 2p5� = 6� 4 2p5 � 2 1p5 = 6� 2p5s���. ����"f &h� (2,1) õ� "é¶ x2 + y2 = 1 ��s�_Æ ��o���Hq6� 2p5 = p5� 1s���. �e��>�&h�s� Ä»{9���Ç �â
Äº e��>�&h�\�"f �<Ê�º�� 0A�� �̂�2�¤���� s� &h��Ér þj�/&h�s� �)a��. ìøÍ�/����A��� �̂�2�¤���� þj�è&h�s� �)a��.
y = f(x) �� ¿º ��� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º{9� M: s� $í
|9��Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.¿º ��� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x) �� x =  \�"f Ä»{9���Ç e��>�&h��̀� °ú���H���� ���.� f 00() > 0 s���� y = f(x) ��H x =  \�"f þj�è°ú̄ f() \�� °ú���H��.� f 00() < 0 s���� y = f(x) ��H x =  \�"f þj�/°ú̄ f() \�� °ú���H��.�¹M� 6 250 m3 [þts� 6£§«Ñ�º6 x �©�:�x�̀� ëß�[þt�9�� ��Ç��. F�«Ñq��� ���©� &h�>� [þt�̧2�¤ ��9���#Qb�G>� K��� ���H��? ��r� ú́�K�"f �©�:�x_Æ ��ÆV,�s��� ���©� �����t�>� ��9��� #Qb�G>� K��� ���H��?



198 ℄j 5 �©� p�ì�r_Æ 6£x6 x
h

r

Solution x9Æ���_Æ ìøÍt�2£§�̀� r, Z�}s�\�� h ���� ���. Õª�Q��� �©�:�x_Æ ÂÒx��� 250 m3 s�Ù¼��V = �r2h = 250; r � 0; h � 0�̀� ëß�7á¤��Ç��. ����"f h = 250�r2 s��� �©�:�x_Æ ��ÆV,�s���H ��6£§õ� °ú s� r _Æ �<Ê�º�� ����èq �º e����. A = 2�r2 + 2�rh = 2�r2 + 2�r 250�r2= 2�r2 + 500r
h

2 Π r

e��>�&h��̀� ½̈���� A0 = 4�r � 500r2 = 0 ) r = �125� �1=3 = 53p� � 3:41\�"f e��>�&h��Ér Ä»{9����. A00 = 4� + 1000r3 > 0s�Ù¼�� r = 53p� � 3:41 \�"f ��ÆV,�s���H þj�è�� �)a��. s�M:, Z�}s���Hh = 250�r2 � 6:84s���. �



V� 6 *�×Áþ�ÊÁÿ? �\�&P�
V� 1 â�
 ÉÙÇaÆ�\�&P��<Ê�º f(x) = x2 _Æ �̧�<Ê�º��H f 0(x) = 2x s���. ��Ë̈�� �<Ê�º F _Æ �̧�<Ê�º�� 2x ����� F ��H #Q�"� �<Ê�º���t� ·ú� �º e���̀�Æ�? x2 �̀� p�ì�r���� 2x �� ÷&��H �̄	�̀� ·ú��� e��Ü¼Ù¼��F (x) = x2s����� ½+É �º e����. Õª�Q�� p�ì�r_Æ �â
Äºü<��H ²ú�o� s���� $í
|9��̀� °ú���H �<Ê�º��H Áº�ºy� ú́§s� e����. e��_Æ_Æ �©��º C \� �/�#� (x2 + C)0 = 2xs�Ù¼�� ��6£§õ� °ú �Ér +þAI�_Æ �<Ê�º F (x) = x2 + C��H �̧¿º �̧�<Ê�º�� 2x s���.�℄��¿Áþ�ÊÁ{9�ìøÍ&h�Ü¼�� ÅÒ#Q��� �<Ê�º f \� �/�#�F 0(x) = f(x)�� ÷&��H p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º F (x) \�� f(x) _Æ �℄��¿Áþ�ÊÁ(antiderivative)���� ��Ç��. \V\�� [þt#Q2x ��H x2 _Æ �̧�<Ê�ºs��� x2 �Ér 2x _Æ %i��̧�<Ê�ºs���. F (x) �� f(x) _Æ %i��̧�<Ê�º����� F (x) +C�̧ f(x) _Æ %i��̧�<Ê�º�� �)a��. ¢̧��Ç G(x) �� f(x) _Æ ��ǑÉr %i��̧�<Ê�º�����(G(x) � F (x))0 = f(x)� f(x) = 0s�Ù¼�� G(x) � F (x) ��H �©��º�<Ê�º�� �)a��. ����"f �̧��H f _Æ %i��̧�<Ê�º��HF (x) + C199



200 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r_Æ g1J�� jþt �º e����. �<Ê�º f(x) _Æ %i��̧�<Ê�º_Æ |9�½+Ë�̀� ÉÙÇaÆ�\�&P�(inde�nite integral)s�������� Z f(x) dx�� �����·p��.1 Õª�Q�� |9�½+Ë l� ñ��H ��6 x�t� ·ú§Ü¼ 9 ��6£§õ� °ú s� s�K��l��� ��Ç��.F 0(x) = f(x) , Z f(x) dx = F (x) + C (6.1)#�l�"f �<Ê�º f(x) \�� q��\�&P�Áþ�ÊÁ(integrand), C \�� �\�&P�(�×ÊÁ(onstant of integration)���� ��Ç��. &h�ì�r�©��º C \� �/�#� ���íß��̀� ��Ç ���õ���H ��r� C �� æ¼l��� ��Ç��. \V\�� [þt#Q2 Z f(x) dx = 2F (x) + 2C = 2F (x) + C�� ��H��. {9�ìøÍ&h���� ���íß�\�"f����� 0A_Æ d��\�"f C = 0 s� �)a��. Õª�Q�� &h�ì�r�©��º��H {9�ìøÍ&h����z�́�º\�� ����?/��H �ºe���̀� �©�l���� Dh��î�r &h�ì�r�©��º(C 0 s��� C1 1px)�̀� ��6 x���H �/��� >�5Åq&h�ì�r�©��º C �� ����?/l��� ��Ç��.d�� (6.1) �Ér ��6£§õ� °ú s� ��Ë̈#Q jþt �º e����.�¿Áþ�ÊÁÿ? �℄��¿Áþ�ÊÁddx�Z f(x) dx� = f(x) (y = f(x) ��H ���5Åq�<Ê�º)Z f 0(x) dx = f(x) + C (y = f(x) ��H p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º)
�¹M� 1 ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� SX�����#���.Z sex dx = log j sex+ tanxj+ CSolution Äº����̀� p�ì�r��Ç �̄	s� sex e���̀� ��s���� �)a��. ½+Ë$í
�<Ê�º_Æ p�ì�rZO��̀� ��6 x����[log j sex+ tanxj℄0 = (sex+ tanx)0sex+ tanx= sex tanx+ se2 xsex+ tanx= sex(tanx+ sex)sex+ tanx= sex�� �)a��. �1%3�x9�y� ú́������� %i��̧�<Ê�ºü< ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈ì�r�#��� �t�ëß� �/ÂÒì�r_Æ �§F���H ¿º 6 x#Q\�� �D¥6 x�#� ��6 x��Ç��.



℄j 1 ℄X� ÂÒ&ñ
&h�ì�r 201#b�a Áþ�ÊÁ�+ ÉÙÇaÆ�\�&P�n 6= �1 {9� M: (xn+1)0 = (n+ 1)xn s�Ù¼��� 1n+ 1xn+1�0 = xns���. ����"f ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� %3���H��.Z xn dx = 1n+ 1xn+1 + Cx�1 _Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�Ér (log jxj)0 = 1x\�"f Z 1x dx = log jxj+ Ce���̀� ·ú� �º e����.xn �+ ÉÙÇaÆ�\�&P� Z xn dx = 1n+ 1xn+1 + C n 6= �1Z x�1 dx = log jxj+ Ct��º�<Ê�º_Æ p�ì�rZO�gË:Ü¼��ÂÒ'�(ex)0 = ex , Z ex dx = ex + Cs���. ¢̧��Ç (ax)0 = ax log as�Ù¼�� � axlog a�0 = axs���. ����"f Z ax dx = axlog a + Cs���.m�ÊÁÁþ�ÊÁ�+ ÉÙÇaÆ�\�&P� Z ex dx = ex + C; Z ax dx = axlog a + C



202 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r���y���<Ê�º_Æ p�ì�rZO�Ü¼��ÂÒ'���H ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� %3���H��.ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ ÉÙÇaÆ�\�&P� (sinx)0 = osx ) Z osx dx = sinx+ C(osx)0 = � sinx ) Z sinx dx = � osx+ C(tanx)0 = se2 x ) Z se2 x dx = tanx+ CÉÙÇaÆ�\�&P��+ Å℄Æ��
F (x); G(x) �� y��y�� ���5Åq�<Ê�º f(x); g(x) _Æ %i��̧�<Ê�º���� ���. Õª�Q���F 0(x) = f(x); G0(x) = g(x)s�Ù¼�� e��_Æ_Æ �©��º k \� �/�#�[kF (x)℄0 = kF 0(x) = kf(x)[F (x) �G(x)℄0 = F 0(x) �G0(x)= f(x)� g(x) (4�¤ ñ1lxí�H)s���. ����"f ÂÒ&ñ
&h�ì�r\� �/��Ç ��6£§ /BNd��s� $í
wn���Ç��.ÉÙÇaÆ�\�&P��+ Å℄Æ��
 Z kf(x) dx = k Z f(x) dx (k ��H �©��º)Z [f(x)� g(x)℄ dx = Z f(x) dx � Z g(x) dx (4�¤ ñ1lxí�H)
�¹M� 2 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z (x2 + x) dx(b) Z 3x2 dx () Z x2 � 2xpx+ 1x dx(d) Z x2x� 1 dx � Z 1x� 1 dx



℄j 1 ℄X� ÂÒ&ñ
&h�ì�r 203Solution (a) ÂÒ&ñ
&h�ì�r_Æ $í
|9�\�"f �½Ó Z>��� &h�ì�r���� �)a��.Z (x2 + x) dx = Z x2 dx+ Z x dx= 13x3 + 12x2 + C(b) ÂÒ&ñ
&h�ì�r_Æ $í
|9�\�"f �©��º��H &h�ì�r l� ñ µ1ÚÜ¼�� Æ�èq �º e����.Z 3x2 dx = 3 Z x2 dx= 3 � 13x3 + C = x3 + C() ì�r�ºd���̀� çß�éß�y� ��Ç Êê >�íß���Ç��.Z x2 � 2xpx+ 1x dx = Z �x� 2x1=2 + 1x� dx= Z x dx� 2 Z x1=2 dx+ Z 1x dx= 12x2 � 21=2 + 1x1=2+1 + log jxj+ C= 12x2 � 43x3=2 + log jxj+ C(d) ÂÒ&ñ
&h�ì�r_Æ ¿º ���P: $í
|9��̀� s�6 x����Z x2x� 1 dx� Z 1x� 1 dx = Z x2 � 1x� 1 dx= Z (x+ 1) dx= 12x2 + x+ C�̀� %3���H��. ��¹M� 3 p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º f(x) �� ��6£§ �'a>�d���̀� ëß�7á¤��Ç���� ½+É M: f(x) \�� ½̈�#���.Z f(x) dx = xf(x) + x3 � 2x2 + C; f(0) = 3Solution �ª�����̀� x \� �/�#� p�ì�r����f(x) = f(x) + xf 0(x) + 3x2 � 4x�� �)a��. ����"f xf 0(x) = 4x� 3x2 ) f 0(x) = 4� 3xs�Ù¼�� f(x) = 4x� 32x2 + Cs���. f(0) = 3 Ü¼��ÂÒ'� C = 3 e���̀� ·ú� �º e����. ��r� ú́�K�"ff(x) = 3 + 4x� 32x2



204 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rs���. �TÒ¼Å℄ÆÁþ�ÊÁ�+ ÉÙÇaÆ�\�&P��<Ê�º F (x) �� f(x) _Æ %i��̧�<Ê�º���� ���. f(ax + b) _Æ �̧�<Ê�º��H af 0(ax + b) s���. ÕªXO������ f(ax+ b) _Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�Ér #Qb�G>� |̈Æ�?[F (ax+ b)℄0 = aF 0(ax+ b) = af(ax+ b)s�Ù¼�� f(ax+ b) _Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�ÉrZ f(ax+ b) dx = 1aF (ax+ b) + C�� �)a��.2�¹M� 4 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z (2x+ 3)5 dx(b) Z r12x+ 2 dx () Z e�x+1 dx(d) Z sin(5x� 1) dxSolution (a) Z x5 dx = 16x6 + C s�Ù¼��Z (2x+ 3)5 dx = 12h16(2x+ 3)6i+ C = 112(2x+ 3)6 + Cs���.(b) Z px dx = 23x3=2 + C s�Ù¼��Z r12x+ 2 dx = 11=2h23(12x+ 2)3=2i+ C = 43(12x+ 2)3=2 + Cs���.() Z ex dx = ex + C s�Ù¼��Z e�x+1 dx = 1�1e�x+1 + C = �e�x+1 + Cs���.2�̧�<Ê�º\�"f��H �©��º a �� Y�LK�t��� ÂÒ&ñ
&h�ì�r\�"f��H �©��º a �� ��¾º#Q�����.



℄j 1 ℄X� ÂÒ&ñ
&h�ì�r 205(d) Z sinx dx = � osx+ C s�Ù¼��Z sin(5x� 1) dx = 15(� os(5x� 1)) + C = �15 os(5x� 1) + Cs���. �n�».Éß��ÓÏ�{9�ìøÍ&h���� ½+Ë$í
�<Ê�º_Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�l� 0AK�"f��H u�8̈�ZO�gË:�̀� ú́§s� ��6 x��Ç��. u�8̈�ZO�gË:�Ér p�ì�r\�"f_Æ ����WZO�gË:õ� x9�℄X���Ç �'a>��� e����. \V\�� [þt#Q, ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈��Ç���� ���.Z 2x(x2 + 1)2 dx2x(x2 + 1)2 = 2x5 + 4x3 + 2x s�Ù¼��Z 2x(x2 + 1)2 dx = Z (2x5 + 4x3 + 2x) dx= 13x6 + x4 + x2 + C= 13(x6 + 3x4 + 3x2 + 1) + C 0= 13(x2 + 1)3 + C 0�̀� %3���H��. #�l�"f C 0 = C � 13 s���. Õª�Q�� ����WZO�gË:�̀� s�6 x�#� p�ì�r�̀� ½̈�����13(x2 + 1)3�0 = 313(x2 + 1)2(x2 + 1)0 = 2x(x2 + 1)2s�Ù¼�� Z 2x(x2 + 1)2 dx = 13(x2 + 1)3 + Ce���̀� ·ú� �º e����. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� �<Ê�º u = g(x) �� p�ì�r��0px��� �<Ê�º f(u) _Æ ��Ç %i��̧�<Ê�º��F (u) {9� M:, ����WZO�gË:\� _Æ�#�[F (g(x))℄0 = F 0(g(x))g0(x)= f(g(x))g0(x)�̀� %3���H��. 7£¤, F (g(x)) ��H f(g(x))g0(x) _Æ %i��̧�<Ê�ºs���.Z f(g(x))g0(x) dx = F (g(x)) + C = F (u) + Cs���. F (u) + C = R f(u) du s�Ù¼�� ��6£§ /BNd���̀� %3���H��.Z f(g(x))g0(x) dx = F (u) + C = Z f(u) dus�XO�>�½+Ë$í
�<Ê�º f(g(x))\�"f g(x)\�� u��u�8̈��#�&h�ì�r���H~½ÓZO��̀�n�».É�\�&P�ß��(integrationby substitution)s����� ��Ç��.



206 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rn�».É�\�&P�ß���<Ê�º u = g(x) �� p�ì�r��0px½+É M: ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.Z f(g(x))g0(x) dx = Z f(u) duNote ��s�áÔm�ÞÔ_Æ ³ðl�ZO��̀� s�6 x���� 0A d���Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.Z f(g(x))g0(x) dx = Z f(u)dudx dx = Z f(u) du����"f u = g(x) {9� M: dudx = g0(x) \��du = g0(x) dx ¢̧��H dx = 1g0(x)du�� ����?/l��� ��Ç��.3�¹M� 5 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z x2(x3 + 1)3 dx(b) Z xe�x2=2 dx () Z x3 os(x4 + 2) dxSolution(a) u = x3 + 1 s����� ���� du = 3x2 dx s�Ù¼�� x2dx = 13 du s���. ����"fZ x2(x3 + 1)3 dx = 13 Z u3 du= 13h 11 + 3u4i+ C= 112(x3 + 1)4 + C�̀� %3���H��.(b) u = �x2=2 s����� Z�~Ü¼��� �x dx = du ¢̧��H x dx = �dus���. Z xe�x2=2 dx = � Z eu du= �eu + C = �e�x2=2 + C�̀� %3���H��.3s���H ����WZO�gË:\�"f��H Y�L_Æ +þAI��� ����èß� �̄	s� u�8̈�&h�ì�r\�"f��H ��¾ºl�_Æ +þAI��� ����z���̀� ��#�ï�r��.



℄j 1 ℄X� ÂÒ&ñ
&h�ì�r 207() u = x4 + 2 �� u�8̈����� du = 4x3dx s���Z x3 os(x4 + 2) dx = 14 Z osu du= 14 sinu+ C = 14 sin(x4 + 2) + C�̀� %3���H��. �0A ��l�\�"f��H Áº%Á	�̀� u�8̈����� ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈½+É �º e����Ht��� "î
Ñþ�K� �������. 7£¤,Z f(axn + b)xn�1 dx_Æ g1J_Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�Ér u = axn + b �� u�8̈����� ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈½+É �º e����. Õª�Q�� {9�ìøÍ&h�Ü¼����H u�8̈�&h�ì�r\�"f #Q�"� �<Ê�º\�� u�8̈��#��� ���Ht��� "î
Ñþ�y� ��s�t� ·ú§��H �â
Äº�� �8 ú́§��.4 s���� �â
Äº��H u�8̈����H �<Ê�º_Æ �̧�<Ê�º�� Áº%Á	���t�\�� ���9�#� &h�ì�rs� /'0>t���H u�8̈��̀� ���H �̄	s� ×�æ¹̄���.�¹M� 6 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z xpx� 1 dx(b) Z 1x2 sin 1x dx () Z logxx dx(d) Z epxpx dxSolution(a) u = x� 1 s����� ���� du = dx s��� x = u+ 1 s���. ����"fZ xpx� 1 dx = Z (u+ 1)pu du= Z u3=2 du+ Z u1=2 du= 25u5=2 + 23u3=2 + C= 25(x� 1)5=2 + 23(x� 1)3=2 + C�̀� %3���H��.(b) u = 1x s����� ���� du = � 1x2 dx s�Ù¼��Z 1x2 sin 1x dx = � Z sinu du= osu+ C= os 1x + C�̀� %3���H��.4z�́℄j�� u�8̈����H ~½ÓZO��Ér Ä»{9��t� ·ú§Ü¼ 9 #��Q��t� ~½ÓZO�s� e���̀� �º e��Ü¼ 9 Õª ×�æ\�"f ���©� >�íß�s� /'0>t���H~½ÓZO��̀� ���×þ���Ç��.



208 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r() u = logx �� Z�~Ü¼��� du = 1x dx s���. ����"fZ logxx dx = Z u du= 12u2 + C= 12(log x)2 + Cs���.(d) u = px �� Z�~Ü¼��� du = 12px dx s���. ����"fZ epxpx dx = 2 Z eu du= 2eu + C= 2epx + Cs���. �f 0(x)=f(x) �+ �\�&P�f(x) 6= 0 ��� ì�r�º�<Ê�º f 0(x)f(x) _Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#� ����.u = f(x)���� ���� du = f 0(x)dxs�Ù¼�� Z f 0(x)f(x) dx = Z 1u du= log juj+ C= log jf(x)j+ C\�� %3���H��.f 0(x)=f(x) �+ �\�&P� Z f 0(x)f(x) dx = log jf(x)j+ C
�¹M� 7 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.



℄j 1 ℄X� ÂÒ&ñ
&h�ì�r 209(a) Z xx2 + 2 dx(b) Z tanx dx () Z e2t3 + e2t dtSolution(a) u = x2 + 2 ���� ���� du = 2x dx s�Ù¼��Z xx2 + 2 dx = 12 Z 2xx2 + 2 dx = 12 Z 1u du= 12 log juj+ C = 12 log(x2 + 2) + Cs���.(b) tanx = sinxosx s�Ù¼�� u = osx �� u�8̈����.du = � sinx dxs�Ù¼�� Z tanx dx = Z sinxosx dx = � Z 1u du= � log juj+ C = � log j osxj+ C= log j sexj+ Cs���.() u = 3 + e2t ���� ���� du = 2e2t dt s�Ù¼��Z e2t3 + e2t dt = 12 Z 1u du = 12 log juj+ C= 12 log(3 + e2t) + Cs���. �



210 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rV� 2 â�
 ÇaÆ�\�&P��º�<Æ\�"f ���©� �̧A��)a ë�H℄j ×�æ_Æ �����H �̧+þA_Æ V,�s�\�� ½̈���H ë�H℄js���. f����y��+þA_Æ V,�s���H ����ü< [j��_Æ Y�LÜ¼�� ½̈½+É �º e���� ���y��+þA_Æ V,�s���H x9Æ���õ� Z�}s�_Æ Y�L_Æ 12 �� ½̈½+É �ºe����.
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2{9�ìøÍ&h�Ü¼�� �̧+þA_Æ �â
>��� f�������� �â
Äº��H ���y��+þA_Æ V,�s�\�� s�6 x���� �½Ó�©� Õª V,�s�\�� ½̈½+É �º e����.5Õª�Q�� �â
>��� /BG������ �â
Äº, V,�s�\�� ½̈���H ë�H℄j��H Õªo� éß�í�H�t��� ·ú§��. s� ℄X�\�"f��H /BG���Ü¼�� Ñüt�Q ����� �̧+þA_Æ V,�s�\�� ½̈���H ~½ÓZO��̀� �è>h��̧2�¤ ��Ç��.�̄�¤n> ��8� ÉÙ&P��+ Ûy�l��<Ê�º y = x2; 0 � x � 1 _Æ ��A� ÂÒì�r S _Æ V,�s� A = jSj \�� ��H��&h�Ü¼�� ½̈�#� ��l��� ���.

1
x

1

y

S

Äº��� ÅÒ#Q��� %ò
%i�_Æ V,�s���H Z�}s��� 1 ��� ��y��+þA\� �í�<Ê÷&Ù¼�� 0õ� 1 ��s�e���̀� ~1�>� ·ú� �ºe����. s�℄j ½̈çß� [0,1℄ �̀� W1 >h�� ��¾º�� y�� ½̈çß�\�"f_Æ %ò
%i��̀� y��y�� S1; S2; S3; S4 �� ����?/��. Õª�Q��� %ò
%i� Si ��H x9Æ���_Æ U�́s��� 1/4 s��� Z�}s��� � i4�2 ��� f����y��+þA\� �í�<Ê�)a��.5���y��+þA�Ér [j ���_Æ U�́s�\�� ·ú���� Õª V,�s�\�� ½̈½+É �º e����.
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1
4

1
2

3
4

1
x

1
4

9
16

1

y

����"f Si _Æ V,�s� jSij ��H ��6£§ ÂÒ1pxd���̀� ëß�7á¤��Ç��.jSij � 14� i4�2����"f A � 14h�14�2 + �24�2 + �34�2 + �44�2i = 1532e���̀� ·ú� �º e����. s� d��_Æ �̧ǑÉrAá¤ °ú̄�̀� ½̈çß�_Æ >h�º�� 4 ��� �ïÒR�®X́ h�ï5ÑTÒ¼s����� ��� R4 �������·p��. Si \�� �í�<Ê���H �/��� Si \� �í�<Ê÷&��H f����y��+þA�̀� ��6 x���� ìøÍ�/ ~½Ó�¾Ó_Æ ��H��°ú̄�̀�½̈½+É �º e����.
1
4

1
2

3
4

1
x

1
4

9
16

1

y

7£¤, %ò
%i� Si ��H x9Æ���_Æ U�́s��� 1/4 s��� Z�}s��� � i� 14 �2 ��� f����y��+þA�̀� �í�<Ê�Ù¼��jSij � 14� i� 14 �2s���. ����"f A � 14h�04�2 + �14�2 + �24�2 + �34�2i = 732s� $í
wn���Ç��. s� d��_Æ �̧ǑÉrAá¤ °ú̄�̀� ½̈çß�_Æ >h�º�� 4 ��� àÖS®X́ h�ï5ÑTÒ¼s����� ��� L4 �� �����·p��. Õª�QÙ¼�� 732 � A � 1532�� $í
wn���Ç��. ½̈çß�_Æ Ì�	�º\�� Zþt�9"f >�íß����� 7á§ �8 &ñ
SX���Ç A _Æ #3�0A\�� ½̈½+É �º e����. \V\��[þt#Q ½̈çß�_Æ �º\�� 10 >h�� Zþt�9 >�íß����� ��6£§õ� °ú �Ér A _Æ #3�0A\�� %3���H��.0:285 � A � 0:385



212 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r��6£§ ³ð��H ½̈çß�_Æ �º n �̀� Zþt�9�����"f ¢,aAá¤o�ëß�½+Ëõ� �̧ǑÉrAá¤o�ëß�½+Ë�̀� ½̈��Ç �̄	s���.n Ln Rn50 0.3234 0.3434100 0.32835 0.338351000 0.3328335 0.33383350A_Æ ³ð\� _Æ���� �½Ó�©� �̧ǑÉrAá¤o�ëß�½+Ë � ¢,aAá¤o�ëß�½+Ë = 1ns���.�¹M� 1 A = 13 e���̀� ��#���.Solution ½̈çß� [0; 1℄ �̀� n 1pxì�r���� ½̈çß�_Æ U�́s���H 1=n s� �)a��. i ���P: ½̈çß�_Æ %ò
%i��Ér x9Æ���_Æ U�́s��� 1n s��� Z�}s��� � in�2 ��� f����y��+þA\� �í�<Ê�)a��. ����"fA � Rn = nXi=1 1n� in�2= 1n3 nXi=1 i2= 1n3 n(n+ 1)(2n+ 1)6s� $í
wn���Ç��. s� ÂÒ1pxd���Ér �̧��H n \� �/�#� $í
wn��Ù¼��A � limn!1Rn = 13s� $í
wn���Ç��. ��ðøÍ��t��� ¢,aAá¤o�ëß�½+Ë\� �/�#�A � limn!1Ln = 13s� $í
wn���Ç��. ����"f ·ú�»¡¤&ñ
o�\� _Æ�#� ÅÒ#Q��� %ò
%i� S _Æ V,�s���H A = 13 s���. �Note ��l� 1\�"fü< °ú s� î̈
����̧+þA_Æ V,�s�\�� ½̈�l� 0A�#� î̈
����̧+þA�̀� ����Ér ��y��+þAÜ¼��ì�r½+É���, Õª V,�s�_Æ ½+Ë�̀� ½̈�#� Õª �FG��Ç°ú̄�̀� 2[���H ~½ÓZO��̀� Ä©&P�Ä©�\�ß��s����� ��Ç��. {9��̂�̧+þA_Æ ÂÒx�\�� ½̈���H X<\��̧ ½̈ì�r½̈&h�ZO��̀� ��6 x½+É �º e����.6ÇaÆ�\�&P�ø� Ûy�l�s�℄j ���5Åq�<Ê�º y = f(x) �� f(x) � 0 {9� M:, /BG��� y = f(x) � 0 ü< x »¡¤, Õªo��� ¿º �ºf�����x = a; x = b �� Ñüt�Q ����� %ò
%i�_Æ V,�s�\�� ½̈�#� ��l��� ���. ½̈çß� [a; b℄ \�� n 1pxì�r�#� �ª�=åQ&h�õ� y�� ì�r&h�_Æ x ýa³ð\�� x0(= a); x1; x2; : : : ; xn�1; xn(= b)6s� �â
Äº��H f����y��+þAs� ��m��� ����Ér l�ÑüæÜ¼�� ì�r½+É�#� >�íß���Ç��.



℄j 2 ℄X� &ñ
&h�ì�r 213s��� ��� ÂÒì�r½̈çß�_Æ U�́s�\�� �x = xk � xk�1 = b� ans��� ���. ½̈çß� [xk�1; xk℄ = ha+ k � 1n (b� a); a+ kn(b� a)i\�"f #QÖ¼ &h� x�k \�� ú̧��8���̧ ��6£§ f����y��+þA_Æ ½+Ëf(x�1)�x + � � �+ f(x�n)�x = nXk=1 f(x�k)�x��H {9�&ñ
��Ç °ú̄Ü¼�� �º§4��<Ês� ·ú��94R e����.
x

a � x0 x2 x3 b � xnx1s� �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈çß� [a; b℄ \�"f �<Ê�º f(x) _Æ &ñ
&h�ì�rs����� ��� Z ba f(x) dx �� �����·p��.Z ba f(x) dx = limn!1 nXk=1 f(x�k)�x (6.2)s� �â
Äº Z ba f(x) dx �� ÅÒ#Q��� %ò
%i�_Æ V,�s��� H�d�̀� &ñ
_Æ��ÂÒ'� ~1�>� s�K�½+É �º e����.�̄�¤n>U �+�#b ÇaÆ�+ÛÖS ÆZÆ�℄��+ Ûy�l�y = f(x)(� 0) �� ���5Åq�<Ê�º{9� M:, /BG��� y = f(x) ü< x »¡¤, Õªo��� ¿º �ºf����� x = a; x = b�� Ñüt�Q ����� %ò
%i�_Æ V,�s���H limn!1 nXk=1 f(x�k)�x; �x = b� anÜ¼�� &ñ
_Æ��� Z ba f(x) dx �� �����·p��. #�l�"f xk�1 � x�k � xk s���.Note ���5Åq�<Ê�º y = f(x) �� ½̈çß� [a; b℄ \�"f f(x) � 0 s����� ���. Õª�Q���Z ba f(x) dx = 0



214 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rs���� f(x) � 0 s���.)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� &ñ
r� ë�H℄j 10) Z ba f(x)dx!2 � (b� a) Z ba f(x)2dx e���̀� ��#���.)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� �ºr� ë�H℄j 9)f \�� ½̈çß� (0; 1) \�"f ¿º ��� p�ì�r��0px��� [0; 1℄ \�"f ���5Åqs� 9, f(0) = 0; f(1) = 3;f 00 � 0 ��� �<Ê�º�� ���. ëß���� Z 10 xf(x)dx = 1 s���� ½̈çß� [0; 1℄ \�"f f(x) = 3x e���̀� ��#���.�¹M� 2 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� &ñ
&h�ì�r�̀� s�6 x�#� ����?/�� Õª °ú̄�̀� ½̈�#���.limn!1 1n nXk=1r1� �kn�2Solution kn ��H ½̈çß� [0; 1℄ �̀� n 1pxì�r�%i��̀� M: k ���P: ½̈çß�_Æ �̧ǑÉrAá¤ =åQ&h� x�k = xk s���,s� M: ÂÒì�r½̈çß�_Æ U�́s���H �x = 1ns���. ����"f f(x) =p1� x2���� ���� limn!1 1n nXk=1r1� �kn�2 = limn!1 1n nXk=1 f(xk)�xs���. s� �FG��Ç°ú̄�Ér &ñ
&h�ì�r Z 10 p1� x2 dx �� ����èq �º e���� ½̈çß� [0,1℄ \�"f y = f(x) =p1� x2 õ� x »¡¤ ��s�_Æ %ò
%i�, 7£¤, ��ì�r"é¶_Æ V,�s�s���.

1
x

1

y

y � 1 - x2



℄j 2 ℄X� &ñ
&h�ì�r 215����"f ÅÒ#Q��� �FG��Ç°ú̄�Ér �4 s���. �)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� &ñ
r� 5���)�<Ê�º f�� f(0) = 1; f(1) = 2; f 0(x) > 0; R 10 f(x)dx = 85 �̀� ëß�7á¤r�~�́ M:, f_Æ %i��<Ê�º\��g�� ���� R 21 g(x)dx = s���.ÇaÆ�\�&P�{9�ìøÍ&h�Ü¼�� ���5Åq��� �<Ê�º y = f(x) \� �/�#� (6.2) \�"f �FG��Ç°ú̄s� �>rF�½+É M:, Õª �FG��Ç°ú̄�̀��<Ê�º f _Æ [a; b℄ \�"f_Æ h�ï5Ñ�\�&P� (Riemann integral7), ¢̧��H ÇaÆ�\�&P� (de�nite integral)s��� ���8 Z ba f(x) dx�� �����·p��.¥o>¢4́Áþ�ÊÁ f �+ Ä©ë5Ñ [a; b℄ U"��+ ÇaÆ�\�&P�Z ba f(x) dx = limn!1 nXk=1 f(x�k)�x (6.3)#�l�"f �x = b� an s��� xk�1 � x�k � xk s���.
�¹M� 3 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� &ñ
&h�ì�r�̀� s�6 x�#� ����?/#Q��.(a) limn!1 1nn�n+ 1n �+ �n+ 2n �+ � � �+ �n+ nn �o(b) limn!1 1nn�nn�2 + �n+ 2n �2 + � � �+ �n+ 2n� 2n �2oSolution (a) f(x) = 1 + x ���� ���� ½̈çß�_Æ ß¼l� �x = 1=n s��� x�k = k=n ��� �â
Äºs���.x0 = 0; xn = 1 s�Ù¼��limn!1 1nn�n+ 1n �+ �n+ 2n �+ � � �+ �n+ nn �o= limn!1 nXk=1 1n�1 + kn� = Z 10 (1 + x) dx7Bernhard Riemann(1826-1866) 1lq{9�_Æ �º�<Æ��8&h�ì�r�̀� ����?/��H l� ñ Z ��H ½+Ë�̀� ����?/��H ë�H�� S \�� U�́>� Zþt#Qä¼Ǒ2; �̧�ª�s���. s� l� ñ��H 1lq{9�_Æ �º�<Æ�� ��s�áÔm�ÞÔ\� _Æ�#� ��îß�÷&%3���.



216 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rs���.(b) f(x) = (1 + x)2 s����� ���. ½̈çß�_Æ ß¼l�\�� �x = 2=n ���� ���� x�k = 2(k � 1)=n s���x0 = 0; xn = 2 s�Ù¼�� limn!1 1nn�nn�2 + �n+ 2n �2 + � � �+ �n+ 2n� 2n �2o= 12 limn!1 nXk=1 2n�1 + 2(k � 1)n �2= 12 limn!1 nXk=1�x�1 + x�k�2= 12 Z 20 (1 + x)2 dxs���. �Note ��l� 3(b) \�"f ½̈çß�_Æ ß¼l�\�� �x = 1n Ü¼�� ú̧�Ü¼��� x�k = xk�1 = k � 1n \� �/�#���6£§õ� °ú s� ³ð�&³½+É �º�̧ e����.limn!1 1nn�nn�2 + �n+ 2n �2 + � � �+ �n+ 2n� 2n �2o= limn!1 nXk=1 1n�1 + 2k � 1n �2= limn!1 nXk=1�x�1 + 2x�k�2= Z 10 (1 + 2x)2 dxq�2�¤ &ñ
&h�ì�r�Ér ��ǑÉr +þAI�\�� °ú�t�ëß� Õª °ú̄�Ér °ú �������.ÇaÆ�\�&P��+ Å℄Æ��
a � b {9� M:, Z ba f(x) dx ��H �<Ê�º f(x) _Æ ½̈çß� [a; b℄ \�"f_Æ &ñ
&h�ì�rÜ¼��nXk=1 f(x�k)�x = nXk=1 f(x�k)b� an_Æ �FG��Ç°ú̄Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��. &ñ
&h�ì�r Z ab f(x) dx �̧ °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��. Õª�Q�� s� M:�x = a� bn = �b� ans�Ù¼�� o�ëß�½+Ë�Ér ��6£§õ� °ú ��.nXk=1 f(x�k)�x = nXk=1 f(x�k)�� b� an �= � nXk=1 f(x�k)b� an



℄j 2 ℄X� &ñ
&h�ì�r 217����"f ��6£§ �'a>�d��s� $í
wn���Ç��.Z ab f(x) dx = � Z ba f(x) dxëß���� a = b s���� �x = 0 s�Ù¼�� Z aa f(x) dx = 0s���. &ñ
&h�ì�r_Æ &ñ
_Æ\�� s�6 x�#� ��6£§õ� °ú �Ér &ñ
&h�ì�r_Æ $í
|9�[þts� $í
wn��<Ê�̀� ��{9� �º e����.ÇaÆ�\�&P��+ Å℄Æ��
 I½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åq��� ¿º �<Ê�º f(x); g(x) \� �/�#� ��6£§ �'a>�d��s� $í
wn���Ç��.� Z ab f(x) dx = � Z ba f(x) dx� Z ba  dx = (b� a)� Z ba [f(x) � g(x)℄ dx = Z ba f(x) dx� Z ba g(x) dx (4�¤ ñ1lxí�H)� Z ba f(x) dx =  Z ba f(x) dx ( ��H �©��º)a � x � b \�"f f(x) � 0 s���� &ñ
&h�ì�r R ba f(x) dx ��H /BG��� y = f(x) ü< x »¡¤, Õªo��� ¿º f����� x = a ü< x = b �� Ñüt�Q ����� %ò
%i�_Æ V,�s��� �)a��. s�℄j ½̈çß� [a; b℄ \�"ff(x) � 0{9� M: y = f(x) ü< x = a; x = b, Õªo��� y »¡¤Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i�_Æ V,�s�\�� A ���� ����.�f(x) � 0 s�Ù¼�� ÅÒ#Q��� %ò
%i�_Æ V,�s���H y = �f(x) ü< x = a; x = b, Õªo��� x »¡¤Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i�_Æ Õª�̄	õ� °ú ��.
x

y � f HxL

y � - f HxL

ba



218 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r����"f ÅÒ#Q��� %ò
%i�_Æ V,�s� A ��HA = Z ba (�f(x)) dx = � Z ba f(x) dx (6.4)�� �)a��. ��r� ú́�K�"f Z ba f(x) dx = �As���.



℄j 3 ℄X� p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o� 219V� 3 â�
 i��\�&P��+ e�ÔeµÇaÆh�p�ì�rõ� &h�ì�r�Ér "f�� %i����6 xÜ¼�� s�K�½+É �º e����. 7£¤, #Q�"� �<Ê�º\�� &h�ì�r��Ç Êê ��r� p�ì�r����"é¶A�_Æ �<Ê�º�� ÷&�� ìøÍ�/�� #Q�"� �<Ê�º\�� p�ì�r��Ç �̄	�̀� ��r� &h�ì�r���� "é¶A�_Æ �<Ê�º�� �)a��. s��Q��Ç "é¶o�\�� i��\�&P��+ e�ÔeµÇaÆh�(fundamental theorem of alulus)���� ��Ç��.½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åq��� �<Ê�º f(x) \� �/�#�F (x) = Z xa f(t) dt���� ���. f(t) � 0 s���� l���<Æ&h�Ü¼�� F (x) ��H ½̈çß� [a; x℄ \�"f �<Ê�º y = f(t) ü< x »¡¤ ��s�_Æ V,�s� S \�� _Æp���Ç��.
y=f(x)

a x

S=F(x)

x �� x + h Æ�t� ����o½+É M: h > 0 s���� F (x + h) � F (x) ��H ½̈çß� [x; x + h℄ \�"f_Æ V,�s�s���h < 0 s���� F (x+ h)�F (x) ��H ½̈çß� [x+ h; x℄ \�"f_Æ V,�s� F (x)� F (x+ h) _Æ 6£§_Æ °ú̄�̀� 2[��Ç °ú̄s���. ½̈çß� [x; x+ h℄ ¢̧��H [x+ h; x℄ \�"f_Æ ���5Åq�<Ê�º f(t) _Æ þj�è°ú̄�̀� m, þj�/°ú̄�̀� Ms����� ���.

a bx x+h

m

M

y=f(x)

F(x+h) - F(x)

a bxx+h

m

M

y=f(x)

F(x) - F(x+h)

h > 0 h < 0h > 0 s���� mh � F (x+ h)� F (x) �Mh



220 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rs��� h < 0 s���� m(�h) � F (x) � F (x+ h) �M(�h)s�Ù¼�� ¿º �â
Äº �̧¿º m � F (x+ h)� F (x)h �Me���̀� ·ú� �º e����. �<Ê�º f ��H ���5Åqs�Ù¼�� h! 0 s���� m;M ! f(x) s���. ����"f ��6£§ 1pxd��s�$í
wn���Ç��. F 0(x) = limh!0 F (x+ h)� F (x)h = f(x)s� ���õ�\�� i��\�&P��+ e�ÔeµÇaÆh�(Fundamental Theorem of Calulus)���� ��Ç��.i��\�&P��+ e�ÔeµÇaÆh����5Åq�<Ê�º f(x) \� �/�#� ��6£§ 1pxd��s� $í
wn���Ç��.ddx Z xa f(t) dt = f(x)Note 1. F (x) = Z xa f(t) dt ���� ����Z ax f(t) dt = � Z xa f(t) dt = �F (x)s���. ����"f ddx�Z ax f(t) dt� = �f(x)�� $í
wn���Ç��.Note 2. G(x) = Z g(x)a f(t) dt ���� ����G(x) = F (g(x))s���. ����"f ½+Ë$í
½+Ë�º_Æ p�ì�rZO��̀� ��6 x����G0(x) = F 0(g(x))g0(x) = f(g(x))g0(x)�� $í
wn���Ç��. ��r� ú́�K�"f ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.ddx�Z g(x)a f(t) dt� = f(g(x))g0(x)�¹M� 1 ��6£§�̀� ½̈�#���.



℄j 3 ℄X� p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o� 221(a) ddx Z x0 sin3 t dt(b) ddx Z xa 11 + t2 dt () ddx Z 2x 2t2et dt(d) ddx Z px2 t2e�t2 dtSolution(a) f(t) = sin3 t ��H �̧��H t \� �/�#� ���5Åqs�Ù¼��ddx Z x0 sin3 t dt = sin3 xs���.(b) f(t) = 11 + t2 ��H �̧��H t \� �/�#� ���5Åqs�Ù¼��ddx Z xa 11 + t2 dt = 11 + x2s���.() Z 2x 2t2et dt = � Z x2 2t2et dt s��� f(t) = 2t2et ��H ���5Åqs�Ù¼��ddx Z 2x 2t2et dt = �2x2exs���.(d) f(t) = t2e�t2 ��H �̧��H t \� �/�#� ���5Åqs�Ù¼��ddx Z px2 t2e�t2 dt = (px)2e�(px)2(px)0= xe�x 12px= px2 e�xs���. �)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� &ñ
r� 7���)��6£§�̀� ëß�7á¤���H ���½Ó�<Ê�º f(x)\�� ½̈���.x3f(x) = 4x7 + 2x5 + 3 Z x1 t2f(t) dt:



222 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r���5Åq�<Ê�º y = f(x) \� �/�#� F (x) = Z xa f(t) dt ��H p�ì�r��0px��Ç �<Ê�ºs���. p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o���H ��6£§õ� °ú �Ér +þAI��� ����èq �º�̧ e����.limx!a 1x� a Z xa f(t) dt = limh!0 1h Z a+ha f(t) dt = f(a)�¹M� 2 ��6£§ �FG��Ç°ú̄�̀� ½̈�#���.(a) limx!1 1x� 1 Z x1 e�t2 dt(b) limx!1 1x2 � 1 Z x1 e�t2 dt () limx!0 1x3 Z x0 t2t4 + 1 dt(d) limh!0 1h Z 2+h2�h t2t4 + 1 dtSolution(a) F (x) = Z x1 e�t2 dt ���� ���� F 0(x) = e�x2 = f(x)s��� limx!1 1x� 1 Z x1 e�t2 dt = F 0(1) = e�1s���.(b) (a) _Æ �<Ê�º F ü< f \� �/�#� >�íß�����limx!1 1x2 � 1 Z x1 e�t2 dt = limx!1 h 1x� 1 Z x1 e�t2 dt � 11 + xi= f(1) � 12 = 12e�̀� %3���H��.() s� �â
Äº��H p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o�\�"f ���� ���õ�\�� %3��̀� �º�� \O���.limx!0 1x3 Z x0 t2t4 + 1 dt = limx!0 h 1x Z x0 t2t4 + 1 dt � 1x2 i\�"f �FG��Ç°ú̄s� 0 � 1 g1J_Æ ÂÒ&ñ
+þAs� ÷&l� M:ë�Hs���. ����"fG(x) = Z x0 t21 + t4 dt���� ���� G(x) ��H p�ì�r��0px���G0(x) = x21 + x4 = g(x)



℄j 3 ℄X� p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o� 223s���. G(0) = 0 s�Ù¼�� 0=0 g1J_Æ ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� &h�6 x����limx!0 1x3 Z x0 t2t4 + 1 dt = limx!0 G(x)x3 = limx!0 G0(x)3x2= limx!0 h x21 + x4 13x2 i = limx!0 h 13(1 + x4)i= 13�̀� %3���H��.(d) () _Æ �<Ê�º G ü< g \� �/�#�limh!0 1h Z 2+h2�h t2t4 + 1 dt = limh!0 G(2 + h)�G(2� h)h�� jþt �º e����. ì�r��, ì�r�̧_Æ �FG��Ç°ú̄s� �̧¿º 0s�Ù¼�� ��x�»1Ï_Æ ZO�gË:�̀� s�6 x���� ÅÒ#Q����FG��Ç°ú̄�Ér limh!0 G(2 + h)�G(2� h)h = limh!0 g(2 + h) + g(2� h)1 = 2g(2) = 817s� �)a��. �)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� &ñ
r� 2���)limx!3 xx� 3 Z x3 sin tt dt = s���.)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� �ºr� 1���)f(0) = 1; f(1) = 2; f 0(0) = 0; f 0(1) = 3 {9� M:,Z 10 [f(x)f 0(x) + f 0(x)2f 00(x)℄dx =s���.)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� �ºr� 2���)f(x) = Z x2 dtp1 + t4_Æ %i��<Ê�º\�� g�� ½+É M: g0(0) = s���.)ç�(|¡è��� (2009Æ̧� �ºr� 10���)



224 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r�<Ê�º f1(x); f2(x); f3(x); : : : �� ��6£§õ� °ú s� )±ú�&h�Ü¼�� &ñ
_Æ÷&%3���.f1(x) = sinx+ os 4x; fn+1 = x Z x� fn(t) dt+ fn(x)2:�º\P� ff 0n(�)g _Æ {9�ìøÍ�½Ó f 0n(�) \�� ½̈�r��̧.)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� &ñ
r� 4���)limx!0" 1x Z 2x+12 p1 + t2006 dt# = s���.ÇaÆ�\�&P� Ä©�e�s�℄j p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o�\�� s�6 x�#� &ñ
&h�ì�r_Æ °ú̄�̀� #Qb�G>� ½̈���Ht� ¶ú�(R��l��� ��Ç��.f(x) _Æ %i��̧�<Ê�º\�� ��� ¹1Ô��¤���� ���. ��r� ú́�K�"f, #Q�"� �<Ê�º F (x) ��ddxF (x) = f(x)\�� ëß�7á¤��Ç���� ���. Õª�Q��� p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o�\�"fddx Z xa f(t) dt = f(x)s�Ù¼�� �̧��H x \� �/�#� ddxh Z xa f(t) dt� F (x)i = f(x) � f(x) = 0s���. �̧�<Ê�º�� 0 ��� �<Ê�º��H �©��º�<Ê�ºs�Ù¼��Z xa f(t) dt� F (x) = Cs���. x = a s���� �F (a) = C s�Ù¼��Z xa f(t) dt = F (x) � F (a)ÇaÆ�\�&P��+ N�ñ5Ñ�<Ê�º f(x) �� ½̈çß� [a; b℄ \�"f ���5Åqs����� ���. �<Ê�º F (x) �� f(x) _Æ %i��̧�<Ê�ºs����Z ba f(x) dx = F (b)� F (a)s���.



℄j 3 ℄X� p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o� 225Note 0A_Æ ���õ�\�"f F (b)� F (a) \��[F (x)℄ba ¢̧��H F (x)���ba�� ����?/l��̧ ��Ç��. s� l� ñ\� _Æ����F 0(x) = f(x) ) Z ba f(x) dx = [F (x)℄ba�� jþt �º e����.�¹M� 3 ��6£§ &ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z 41 �px� 1px� dx (b) Z 2�2(3x2 � x+ x1=3) dxSolution(a) Z 41 �px� 1px� dx = � 11 + 12 x1+ 12 � 11� 12 x1� 12 ����41= �23xpx� 2px����41= 23(4p4� 1p1)� 2(p4� 1)= 83(b) Z 2�2(3x2 � x+ x1=3) dx = �x3 � 12x2 + 11=3 + 1x1=3+1����2�2= (23 � (�2)3)� 12(22 � (�2)2)� 34(24=3 � (�2)4=3)= 16 �
�¹M� 4 �<Ê�º F (x) = Z (x�1)20 (t2 � t) dt _Æ �FG°ú̄�̀� ½̈�#���.Solution p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o�\� _Æ�#�F 0(x) = [(x� 1)2℄0[(x � 1)2 � (x� 1)℄= 2(x� 1)(x� 1)(x� 2) = 2(x� 1)2(x� 2)s���. ½̈çß�Z>��� �<Ê�º_Æ 7£xy���̀� �̧������x 1 2F 0(x) � 0 � 0 +F (x) & & �FG�è°ú̄ %



226 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rs�Ù¼�� x = 2 {9� M: F (x) ��H �FG�è°ú̄F (2) = Z 10 (t2 � t) dt = h13 t3 � 12 t2i10 = �16\�� °ú���H��. �FG�/&h��Ér �>rF��t� ·ú§��H��. �Ä©ë5Ñß~
 �\�&P��<Ê�º f(x) �� [j &h� a; b;  \�� �í�<Ê���H ½̈çß�\�"f ���5Åqs����� ���. f(x) _Æ ��Ç ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀�F (x) ���� ���� Z a f(x) dx + Z b f(x) dx = F ()� F (a) + F (b)� F ()= F (b)� F (a)= Z ba f(x) dxs� $í
wn���Ç��. s� �'a>�d���Ér a; b;  _Æ �/�è�'a>�\� �©��'a\O�s� �½Ó�©� $í
wn���Ç��.ÇaÆ�\�&P��+ Å℄Æ��
 II Z ba f(x) dx = Z a f(x) dx + Z b f(x) dx��6£§ ÕªaË>�Ér a �  � b ��� �â
Äº f(x) � 0 {9� M:_Æ �©�S!��̀� ÕªA�áÔ�� �����·p �̄	s���.

a c b

y=f(x)

Note &ñ
&h�ì�r_Æ $í
|9� II ��H ��6£§õ� °ú s� 	�_Æ +þAI����̧ ����èq �º e����.Z b f(x) dx = Z ba f(x) dx � Z a f(x) dxÇaÆ�\�&P�ø� Ûy�l�



℄j 3 ℄X� p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o� 227���5Åq�<Ê�º y = f(x) �� f(x) � 0; a � x � bf(x) � 0; b � x � ���� ���. Õª�Q��� ½̈çß� [a; b℄ \�"f /BG���õ� x »¡¤ ��s�_Æ V,�s�\�� A1, ½̈çß� [b; ℄ \�"f /BG���õ� x»¡¤ ��s�_Æ V,�s�\�� A2 ���� ����Z ba f(x) dx = A1; Z b f(x) dx = �A2e���̀� ·ú��� e����. ����"f Z a f(x) dx = A1 �A2�� �)a��. ��r� ú́�K�"f ½̈çß� [a; ℄ \�"f ���5Åq�<Ê�º y = f(x) _Æ &ñ
&h�ì�r�Ér �<Ê�º�� �ª��º��� ÂÒì�r_ÆV,�s�\�"f �<Ê�º�� 6£§�º��� ÂÒì�r_Æ V,�s�\�� �É� �̄	õ� °ú ��.ÇaÆ�\�&P�ø� Ûy�l����5Åq�<Ê�º y = f(x) \� �/�#� Z ba f(x) dx ��H f(x) � 0 ��� ÂÒì�r_Æ V,�s�ü< f(x) � 0 ��� ÂÒì�r_Æ V,�s�_Æ 	�s���.�¹M� 5 ��6£§ 1pxd��s� $í
wn��<Ê�̀� [O�"î
�#���.Z ba f(x) dx = Z b+a+ f(x� ) dxSolution y = f(x � ) _Æ ÕªA�áÔ��H y = f(x) _Æ ÕªA�áÔ\�� x »¡¤Ü¼��  ëß��pu î̈
'��s�1lx�#�%3�#Q�����. s�M: ½̈çß� [a; b℄ ��H ½̈çß� [a+ ; b+ ℄ �� s�1lx��Ç��. ����"f ½̈çß� [a+ ; b+ ℄ \�"fy = f(x� ) _Æ ÕªA�áÔ��H ½̈çß� [a; b℄ \�"f y = f(x) _Æ ÕªA�áÔü< {9�u���Ç��. ����"fZ ba f(x) dx = Z b+a+ f(x� ) dxs� $í
wn���Ç��. ��¿Ḉ��\�ã��× ÇaÆ�+ÛÖS Áþ�ÊÁ���5Åq�<Ê�º�� ½̈çß����� ��ØÔ>�&ñ
_Æ÷&#Qe��Ü¼�������̂ ½̈çß�\�"f%i��̧�<Ê�º\�� ½̈���H �̄	s�#Q�90>�����. s���� �â
Äº ½̈çß�Z>��� &ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#� �8���� ����̂ &ñ
&h�ì�r_Æ °ú̄�̀� ½̈½+É �º e����.�¹M� 6 &ñ
&h�ì�r Z 20 jx� 1j dx _Æ °ú̄�̀� ½̈�#���.



228 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rSolution jx� 1j = ( x� 1; x � 11� x; x � 1 s�Ù¼��Z 20 jx� 1j dx = Z 10 (1� x) dx+ Z 21 (x� 1) dx= hx� 12x2i10 + h12x2 � xi21= �1� 12�+ h1222 � 2� �12 � 1�i= 12 + 12 = 1 ��̧y��&h�Ü¼�� ���5Åq��� �<Ê�º_Æ &ñ
&h�ì�r�Ér ½̈çß�Z>� &h�ì�r_Æ ½+ËÜ¼�� &ñ
_Æ��Ç��. \V\�� [þt#Q, ½̈çß�[a; ) \�"f ���5Åq��� �<Ê�º g(x) ü< ½̈çß� (; b℄ \�"f ���5Åq��� �<Ê�º h(x) \� �/�#�f(x) =8><>: g(x); x 2 [a; )h(x); x 2 (; b℄f(); x = ���� ���. Õª�Q��� ½̈çß� [a; b℄ \�"f f(x) _Æ &ñ
&h�ì�r�Ér ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.Z ba f(x) dx = Z a g(x) dx + Z b h(x) dxs��Q��Ç &ñ
_Æ��H "î
Ñþ���Ç ~½ÓZO�Ü¼�� �̧y��&h�Ü¼�� ���5Åq��� �<Ê�º\� �/�#� SX��©��)a��.�¹M� 7 �<Ê�º g(x) = x � [x℄ \� �/�#� Z 1:5�1 g(x) dx \�� ½̈�#���. #�l�"f [x℄ ��H x \�� �Å�t�·ú§��H þj�/&ñ
�º\�� �����·p��.
Solution Z 1:5�1 g(x) dx = Z 0�1 g(x) dx + Z 10 g(x) dx + Z 1:51 g(x) dx= 2 � 12 + 18 = 98s���. �



℄j 3 ℄X� p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o� 229)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� �ºr� 5���)��6£§_Æ �FG��Ç°ú̄�Ér s���. limN!1 1lnN N2Xn=1 1n:



230 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rV� 4 â�
 Ûy�l�ÿ? £� £� 2 ℄X�\�"f �ª�_Æ �<Ê�º y = f(x) \� �/�#� Z ba f(x) dx��H ½̈çß� [a; b℄ \�"f /BG���_Æ ÕªA�áÔü< x »¡¤ ��s� %ò
%i�_Æ V,�s�e���̀� ����¤��. s�℄j ½̈çß� [a; b℄ \�"f¿º /BG��� y = f(x) ü< y = g(x) ��s�_Æ %ò
%i�_Æ V,�s���H #Qb�G>� ½̈½+É �º e����Ht� ·ú�����l��� ��Ç��.
x

y

y � f HxL

b

y � gHxL

a

¿º �<Ê�º��H �̧¿º ���5Åqs��� f(x) � g(x) ���� ��&ñ
��Ç��. 2 ℄X�\�"f ��Ç �̄	õ� ��ðøÍ��t��� ½̈çß�[a; b℄ \�� n 1pxì�r�#� �ª� =åQ&h�õ� y�� ì�r&h�_Æ x ýa³ð\��x0(= a); x1; x2; : : : ; xn�1; xn(= b)s��� ��� ÂÒì�r½̈çß�_Æ U�́s�\�� �x = b� ans��� ���. ½̈çß� [xk�1; xk ℄ _Æ e��_Æ_Æ &h� x�k \� �/�#� o�ëß�½+ËnXk=1[f(x�k)� g(x�k)℄�x�Ér ÅÒ#Q��� %ò
%i� S _Æ V,�s� A _Æ ��H��°ú̄s� ÷& 9 n s� &�t���� �8 a%~�Ér ��H��°ú̄�̀� ½̈�#� ï�r��.
x

y

y � f HxL

b

f Ixk
s M - f Ixk-1

s M

xk-1

Dx

xk

y � gHxL

a
x

y

y � f HxL

b

y � gHxL

a



℄j 4 ℄X� V,�s�ü< 6£x6 x 231����"f n!1 {9� M:, f; g �� ���5Åq�<Ê�ºs���� s� �FG��Ç°ú̄s� �>rF�� 9 Õª �FG��Ç°ú̄�̀� ÅÒ#Q��� %ò
%i�_Æ V,�s��� &ñ
_Æ��Ç��. A = limn!1 nXk=1[f(x�k)� g(x�k)℄�xs� �FG��Ç°ú̄�Ér &ñ
&h�ì�rÜ¼�� &ñ
_Æ÷&Ù¼�� ��6£§õ� °ú �Ér d���̀� %3���H��.ÆÁ �̄�¤n> ��l��+ Ûy�l�f(x) � g(x) ��� ¿º ���5Åq�<Ê�º y = f(x); y = g(x) ü< ¿º �ºf����� x = a; x = b �� Ñüt�Q�����%ò
%i� S _Æ V,�s���H A = Z ba (f(x) � g(x)) dxs���.�¹M� 1 ½̈çß� [�1; 1℄ \�"f ¿º /BG��� y = x2 � 2 ü< y = x ��s�_Æ V,�s�\�� ½̈�#���.
-1 2

x

-1

2

4

y

y � x2
- 2

y � x

Solution ÅÒ#Q��� ½̈çß�\�"f x � x2 � 2 s�Ù¼�� ½̈���H V,�s���HZ 1�1(x� (x2 � 2)) dx = Z 1�1(x� x2 + 2) dx= �12x2 � 13x3 + 2x����1�1= 12(1� 1)� 13(1 + 1) + 2(1 + 1) = 103s���. �¿º /BG���Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i�_Æ V,�s�\�� ½̈�l� 0AK�"f��H Äº��� ¿º /BG���_Æ �§&h��̀� ½̈�#�����Ç��.



232 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r�¹M� 2 ��6£§ ¿º /BG���Ü¼�� Ñüt�Q����� ÂÒì�r_Æ V,�s�\�� ½̈�#���.f(x) = x2; g(x) = 4x� x2

-1 2
x

2

4

y

y � x2

y � 4 x - x2

Solution ¿º /BG���s� ëß�����H x ýa³ð\�� ½̈����x2 = 4x� x2 ) 2x2 � 4x = 0 ) x = 0; 2s���. s� ½̈çß�\�"f x2 � 4x� x2s�Ù¼�� ½̈���H V,�s���H Z 20 (4x� x2 � x2) dx = Z 20 (4x� 2x2) dx= h2x2 � 2x33 i20= 8� 163 = 83s���. �¿º �<Ê�º_Æ �/�è�'a>��� ½̈çß�\� ���� ������H �â
Äº��H ½̈çß�\� ���� V,�s�\�� ½̈�#� �̧¿º �8��Ç��.�¹M� 3 ¿º �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ f(x) = 2x3 � x+1 õ� g(x) = x3 +3x+1 Ü¼�� Ñüt�Q����� ÂÒì�r_ÆV,�s�\�� ½̈�#���.Solution ¿º /BG���s� ëß�����H &h�_Æ x ýa³ð\�� ½̈���.f(x)� g(x) = x3 � 4x = x(x � 2)(x+ 2) = 0s�Ù¼�� x = �2; 0; 2\�"f ¿º /BG����Ér ëß�����, ¿º /BG���Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i��Ér ��6£§õ� °ú s� ¿º >h_Æ %ò
%i� S1; S2 �� ì�ro��)a��.



℄j 4 ℄X� V,�s�ü< 6£x6 x 233
-2 2

x

-13

15

y

y � 2 x3
- x + 1

y � x3
+ 3 x + 1

S1

S2

½̈çß� [�2; 0℄\�"f��H f(x) � g(x) s��� ½̈çß� [0; 2℄\�"f��H f(x) � g(x) s�Ù¼�� Si _Æ V,�s� Ai ��Hy��y�� ��6£§õ� °ú s� ½̈½+É �º e����.A1 = Z 0�2(f(x)� g(x)) dx = Z 0�2(x3 � 4x) dx= (14x4 � 2x2)���0�2 = 0� (4� 8) = 4A2 = Z 20 (g(x)� f(x)) dx = Z 20 (4x� x3) dx= (2x2 � 14x4)���20 = (8� 4)� 0 = 4����"f ¿º /BG���Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i�_Æ V,�s���HA1 +A2 = 8s���. �Note ½̈çß�Z>��� ¿º �<Ê�º_Æ �/�è�'a>��� ²ú���t���H �â
Äº, f(x) � g(x) ��� ½̈çß�\�"f��H f(x) �g(x) \��, f(x) � g(x) ��� ½̈çß�\�"f��H g(x)� f(x) = �(f(x)� g(x)) \�� &h�ì�r��Ç��. ����"f x�&h�ì�r�<Ê�º��H ��6£§õ� °ú s� ℄X��/°ú̄�̀� s�6 x�#� ���_Æ �<Ê�º�� ����èq �º e����.jf(x)� g(x)j = ( f(x)� g(x); f(x) � g(x)�(f(x)� g(x)); f(x) � g(x)Õª�QÙ¼�� ½̈çß� [a; b℄ \�"f ¿º /BG��� ��s�_Æ V,�s���H ��6£§õ� °ú s� ½̈½+É �º e����.ÆÁ �̄�¤n> ��l��+ ÆZÆ�℄��+ Ûy�l�¿º /BG��� y = f(x) ü< y = g(x) ü< x = a; x = b �� Ñüt�Q����� %ò
%i�_Æ V,�s���HZ ba jf(x)� g(x)j dxs���.



234 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�r�¹M� 4 f(x) = x� sinx_Æ %i��<Ê�º\�� y = g(x) �������. ½̈çß� [0; �℄\�"f¿º/BG��� y = f(x)ü< y = g(x) �� Ñüt�Q����� %ò
%i�_Æ V,�s�\�� ½̈�#���.Solution ¿º /BG����Ér y = x \� �/�#� �/g�As���.

Π
x

Π

y

y � x - sinHxL

y � x

y � gHxL

Õª�QÙ¼�� ½̈���H %ò
%i�_Æ V,�s���H2 Z �0 (x� (x� sinx)) dx = 2 Z �0 sinx dx = 2(� osx)����0 = 4s���. ��¹M� 5 ��6£§ ÕªaË>%�!3� 1 ��ì�r���\�"f /BG��� y = px ��A�, x »¡¤õ� y = x� 2 0A\� e����H %ò
%i�_Æ V,�s�\�� ½̈�#���.
2 4

x

-2

2

y

y � x

y � x - 2

Solution ÅÒ#Q��� %ò
%i��Ér ½̈çß� [0; 2℄ \�"f_Æ %ò
%i� S1 õ� ½̈çß� [2; 4℄ \�"f_Æ %ò
%i� S2 �� ½̈ì�r½+É �º e����. %ò
%i� S1 _Æ V,�s� A1 �Ér ½̈çß� [0; 2℄ \�"f y = px ü< x »¡¤ ��s�_Æ V,�s�s�Ù¼��A1 = Z 20 px dx = 11 + 1=2x3=2���20= 23 � 2p2 = 43p2



℄j 4 ℄X� V,�s�ü< 6£x6 x 235s���. %ò
%i� S2 _Æ V,�s� A2 ��H ½̈çß� [2; 4℄ \�"f y = px ��A�, y = x� 2 0A_Æ %ò
%i�_Æ V,�s�s�Ù¼�� A2 = Z 42 (px� (x� 2)) dx = (23x3=2 � 12x2 + 2x)���42= �163 � 8 + 8�� �43p2� 2 + 4�= 103 � 43p2s���. ����"f ½̈���H V,�s� A ��HA = A1 +A2 = 43p2 + 103 � 43p2 = 103s���. �y U 7�ø5� �\�&P��<Ê�º\�� ����èq M: Äºo���H {9�ìøÍ&h�Ü¼�� y = f(x) �� ³ðr���Ç��. s�M:, x \�� 1lqwn�����º���� ����ºî̈
»¡¤\�, y \��7áx5Åq����º��������ºf��»¡¤\������·p��.Õª�Q�� x \���½Ó�©�1lqwn�����º��çß�ÅÒK��� ½+É �9�¹̄��H \O���. x \�� y _Æ �<Ê�º�� ��ÀÒ��H �̄	s� �8 ¼#�½+É M:\���H y \�� 1lqwn�����º�� çß�ÅÒK��̧ �)a��. \V\�� [þt#Q, ��l� 5 _Æ �â
Äº ÅÒ#Q��� %ò
%i��Ér ¿º /BG��� x = y2, x = y +2 ü< y = 0; y = 2�� Ñüt�Q����� %ò
%i�Ü¼�� ����èq �º e����.

2-1
y

2

4

x

x � y2

x � y + 2

����"f ÅÒ#Q��� %ò
%i�_Æ V,�s���H ��6£§õ� °ú s� ½̈½+É �º�̧ e����.A = Z 20 [(y + 2)� y2℄ dy = [12y2 + 2y � 13y3℄���20= 2+ 4� 83 = 103�¹M� 6 [j /BG��� y = x24 ; y = x; y = 2 �� Ñüt�Q����� %ò
%i�_Æ V,�s�\�� ½̈�#���.
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2-1 4
x

2

4

y

y �
x2

4

y � x

2 4
y

2

4

x

x � 2 y

x � y

Solution ÅÒ#Q��� V,�s�\�� x \� �/��Ç &h�ì�rÜ¼�� ½̈��9��� ¿º %ò
%i�Ü¼��(0 � x � 2 õ� 2 � x �2p2) ��¾º#Q"f ½̈K��� ��Ç��. Õª�Q�� y \� �/��Ç &h�ì�r�Ér ���_Æ %ò
%i�Ü¼�� >�íß�s� ��0px���. s�M:, ÅÒ#Q��� %ò
%i��Ér y _Æ ½̈çß� [0; 2℄ \�"f ¿º /BG���x =p4y; x = yÜ¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i�Ü¼�� ����èq �º e��Ü¼Ù¼�� ½̈���H V,�s���HZ 20 (p4y � y) dy = h23 � 14(4y)3=2 � 12y2i20= 8p23 � 2s���. �ÒÏ�¤n>(P��â ø� (P��â ��h��ºf����� 0A\�� ¹¡§f��s���H Óüt�̂�� e���̀� M: r�y�� t \�"f s� Óüt�̂_Æ 5Åq�̧�� v(t), 0Au�\�� s(t)���� ���. v(t) = s0(t)s�Ù¼�� s(t) = Z v(t) dts���. ����"f r�y�� t1 \�"f r�y�� t2 Æ�t� 0Au�_Æ ����o��Hs(t2)� s(t1) = Z t2t1 v(t) dt�� ����èq �º e����. ¢̧��Ç s� Óüt�̂�� ¹¡§f����� ��o���Hd(t) = Z jv(t)j dt�� H�d�̀� ·ú� �º e����.�¹M� 7 ¿º ��1lx	��� °ú �Ér t�&h��̀� Ø��µ1Ï�#� °ú �Ér 3lq&h�t�\�� �¾ÓK� ²ú�o��� e����. ��6£§ ÕªA�áÔ��H ¿º ��1lx	�_Æ 5Åq�̧\�� �����·p��.



℄j 4 ℄X� V,�s�ü< 6£x6 x 237
1 2 3 4 5 6

t

v

y � v1HtL
5 a
6 a

y � v2HtL

(a) 3 ì�r Êê #Q�"� 	��� ·ú¡"f��H��?(b) ¿º 	�_Æ 0Au��� °ú ��t���H �̄	�Ér Y>� ì�r Êê�����? ¢̧, Õª s�Êê��H #Q�"� 	��� ·ú¡"f��H��?Solution 5Åq�̧�<Ê�ºü< t »¡¤ ��s�_Æ V,�s��� ¹¡§f����� ��o�s���.(a) 3ì�r1lxîß� 'Í	 ���P: 	�|¾Ó_Æ s�1lx��o���H2:5a+ 2 � (5a) = 12:5as��� ¿º ���P: 	�|¾Ó_Æ s�1lx��o���H 12 � 3 � (6a) = 9as���. ����"f 3ì�r Êê\���H 'Í	 ���P: 	�|¾Ós� ·ú¡"f e����.(b) t ì�r Êê i ��� P: 	�_Æ 0Au�\�� si(t) ���� ����s1(t) = ( 2:5at; 0 � t � 12:5a+ 5a(t� 1); t � 1 s2(t) = ( 3at; 0 � t � 33a+ 6a(t� 3); t � 3s� $í
wn���Ç��. t ì�r Êê °ú �Ér 0Au�\� e�������s1(t) = s2(t); ) 5a2 + (5a)(t� 1) = 9a+ (6a)(t� 3)s� $í
wn���Ç��. 3 ì�rÆ�t���H 'Í	 ���P: 	��� ·ú¡"fÙ¼�� t � 3 {9� M: t \� �/�#� Û�����t = 132s���. ��r� ú́�K�"f 6ì�r 30�íÊê\�0Au��� °ú ��t��� Õªs�Êê��H ¿º ���P:	�|¾Ós� ·ú¡"fçß���.��¹M� 8 ��1lx	��� Ø��µ1Ï��Çt� t �í Êê_Æ 5Åq�̧��f(t) = 20� 20p1 + t (m=se)�� ÅÒ#Q������� ��Ç��. %�6£§ 2 ì�r 1lxîß� s� ��1lx	��� ¹¡§f����� ��o�\�� ½̈�#���.



238 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rSolution �̧��H t � 0 \� �/�#� f(t) � 0 s�Ù¼�� s� �â
Äº 2 ì�r1lxîß� ¹¡§f����� ��o���HZ 1200 �20� 20p1 + t� dt = (20t� 40p1 + t)���1200= (2400� 440)� (0� 40) = 2000s���. 7£¤, ½̈���H ��o���H 2000m = 2km s���. �Áþ�ÊÁ�+ Ë̂Æ!C�Ä»��Ç >h_Æ �º y1; y2; : : : ; yn _Æ î̈
ç�H y ��H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.y = y1 + y2 + � � �+ ynnÕªXO������ ���5Åq��� ½̈çß�\�"f �<Ê�º_Æ î̈
ç�H�Ér #Qb�G>� &ñ
_Æ½+ÉÆ�? ��l� 8 \�"f %�6£§ 2 ì�r 1lxîß�_Æî̈
ç�H5Åq�̧(s� �â
Äº��H î̈
ç�H5Åq§4�õ� {9�u���Ç��)��H ¹¡§f����� ��o�\�� r�çß�Ü¼�� ��è�H �̄	s���. ����"f1120 Z 1200 �20� 20p1 + x� dx = 2000120 = 503 (m=se)s���.ëß���� a � x � b \�"f y = f(x) � 0 s������ ÕªA�áÔü< x »¡¤ ��s�_Æ %ò
%i�_Æ V,�s���HA = Z ba f(x) dxs���. A ��H ¢̧��Ç x9Æ���s� (b � a) s��� Z�}s��� Ab� a ��� f����y��+þA_Æ V,�s�s�l��̧ ���. #�l�"fAb� a �̀� ½̈çß� [a; b℄ \�"f �<Ê�º y = f(x) _Æ Ë̂Æ!C�(average)Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.
x

a b

A

b - a

y � f HxL

{9�ìøÍ&h���� ���5Åq�<Ê�º y = f(x) _Æ î̈
ç�H�̧ °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.



℄j 4 ℄X� V,�s�ü< 6£x6 x 239Áþ�ÊÁ�+ Ë̂Æ!C����5Åq�<Ê�º y = f(x) _Æ ½̈çß� [a; b℄ \�"f_Æ î̈
ç�H�Érf = 1b� a Z ba f(x) dxs���.�¹M� 9 �ÀÒ 1lxîß�_Æ �:r�̧�� ��6£§õ� °ú �Ér �<Ê�º�� ÅÒ#Q������� ��Ç��.f(t) = 8>>>><>>>>: 20� 6 sin �t12 ; 0 � t � 620� 6 os �(t� 6)9 ; 6 � t � 1520 + 6 os �(t� 15)18 ; 15 � t � 24s� ±ú�_Æ î̈
ç�H�:r�̧��H \O��������?Solution �:r�̧_Æ ÕªA�áÔ\�� Õª�9 ����� ��6£§õ� °ú ��.
3 6 9 12 15 18 21 24

t

14

26

C

2�

y�� ½̈çß�\�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º\�� &h�ì�r�#� ����. ½̈çß� [0; 6℄ \�"f��HZ 60 sin �t12 dt = 12� h� os �t12i60= 12� (� os �2 + os 0) = 12�s��� ½̈çß� [6; 15℄ \�"f��H Z 156 os�� t� 69 � dt = Z 90 os�� t9� dt= 9� sin�� t9����90= 0



240 ℄j 6 �©� �<Ê�ºü< &h�ì�rs���. ��t�}��Ü¼�� ½̈çß� [15; 24℄ \�"fZ 2415 os�� t� 1518 � dt = Z 90 os�� t18� dt= 18� sin�� t18����90= 18� (sin �2 � sin 0) = 18��̀� %3���H��. s� ���õ�\�� s�6 x���� î̈
ç�Hl��:r�Ér124 Z 240 f(t) dt = 20 + 124(�612� + 618� )= 20 + 32� � 20:5s�Ù¼�� s� ±ú�_Æ î̈
ç�Hl��:r�Ér 20.5 ÆC s���. �ÇaÆ�\�&P��+ Ë̂Æ!C�G±êÇaÆh�F (x) = Z xa f(t) dt ���� ���� y = F (x) ��H p�ì�r��0px��Ç �<Ê�ºs���. ����"f î̈
ç�H°ú̄&ñ
o�\� _Æ���� F (b)� F (a)b� a = F 0()���  �� a ü< b ��s�\� �>rF���Ç��. Õª���X< F 0() = f() s�Ù¼�� s� ���õ���H ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.ÇaÆ�\�&P��+ Ë̂Æ!C�G±êÇaÆh����5Åq�<Ê�º y = f(x) \� �/�#� 1b� a Z ba f(x) dx = f()���  �� a ü< b ��s�\� �>rF���Ç��.Note s� ���õ�\�� ���5Åq�<Ê�º y = f(x) _Æ î̈
ç�H f ü< ����������f = f()���  �� a ü< b ��s�\� �>rF����H �̄	�̀� ·ú� �º e����.



V� 7 *�×�\�&P��+ e�ß��ø� £� £� 
V� 1 â�
 n�».É�\�&P�p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o�\�"f �̂� �º e��1pws� &ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�l� 0AK�"f��H ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈���H �̄	s� �9��º&h�s���. p�ì�rõ� &h�ì�r�Ér %i����6 xÜ¼�� s�K�½+É �º e��Ü¼Ù¼�� �̧��H p�ì�rZO�gË:\���H �/6£x÷&��H &h�ì�rZO�gË:s� e����. \V\�� [þt#Q, n�».É�\�&P�ß��(integration by substitution)�Ér p�ì�r_Æ ����WZO�gË:\��/6£x���H ~½ÓZO�s���. Y�L_Æ p�ì�r\� �/6£x���H &h�ì�rZO��Ér ÉÙ&P��\�&P�ß��(integration by parts)s����� Ô��Ǒ2;��.ÇaÆ�\�&P��+ n�».É�\�&P�ß��s�℄j &ñ
&h�ì�r Z ba f(g(x))g0(x) dx \�� ½̈���H ~½ÓZO��̀� ·ú�����l��� ���. F (u) �� f(u) _Æ ��ÇÂÒ&ñ
&h�ì�rs������ ÂÒ&ñ
&h�ì�r_Æ u�8̈�&h�ì�rZO�\� _Æ���� u = g(x) {9� M:,Z f(g(x))g0(x) dx = Z f(u) du = F (u) = F (g(x))s���. ����"f Z ba f(g(x))g0(x) dx = F (g(b))� F (g(a))= Z g(b)g(a) f(u) du�̀� %3���H��. 241



242 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xÇaÆ�\�&P��+ n�».É�\�&P�ß��½̈çß� (a; b) \�"f g0 s� ���5Åqs��� f �� u = g(x) _Æ u�%i�\�"f ���5Åqs���� ��6£§ d��s� $í
wn���Ç��.Z ba f(g(x))g0(x) dx = Z g(b)g(a) f(u) du
�¹M� 1 (6�©� 1℄X�) ��l� 6 _Æ ���õ�\�� s�6 x�#� ��6£§ &ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z 21 xpx� 1 dx(b) Z 2=�1=� 1x2 sin 1x dx () Z e1 logxx dx(d) Z 41 epxpx dxSolution(a) u = g(x) = x� 1 s����� ���� g(1) = 0; g(2) = 1 s���. ����"fZ 21 xpx� 1 dx = Z 10 (u+ 1)pu du= Z 10 u3=2 + u1=2 du= �25u5=2 + 23u3=2����10= 25 + 23 = 1615�̀� %3���H��.(b) u = g(x) = 1x s����� ���� g( 1� ) = �; g( 2� ) = �2 s�Ù¼��Z 2=�1=� 1x2 sin 1x dx = � Z �=2� sinu du= osu����=2� = os �2 � os� = 1�̀� %3���H��.() u = g(x) = logx �� Z�~Ü¼��� g(1) = 0; g(e) = 1 s���. ����"fZ e1 logxx dx = Z 10 u du= 12u2���10 = 12s���.



℄j 1 ℄X� u�8̈�&h�ì�r 243(d) u = g(x) = px �� Z�~Ü¼��� g(1) = 1; g(4) = 2 s���. ����"fZ 41 epxpx dx = 12 Z 21 eu du= 12eu���21 = 12(e2 � e)s���. �7��bÆÁþ�ÊÁ�+ �\�&P�&h�ì�r½̈çß�s� "é¶&h�\� �/�#� �/g�A��� �â
Äº 7£¤, &h�ì�r½̈çß�s� [�a; a℄ ��� �â
Äº x�&h�ì�r�<Ê�º_Æ �/g�A$í
�̀� s�6 x���� &ñ
&h�ì�r�̀� çß�éß�y� ½̈½+É �º e����. ���5Åq�<Ê�º f \� �/�#� &ñ
&h�ì�r_Æ $í
|9��̀� ��6 x���� Z a�a f(x) dx = Z 0�a f(x) dx + Z a0 f(x) dx= � Z �a0 f(x) dx + Z a0 f(x) dxs���. ��t�}�� d��_Æ 'Í	 ���P: &ñ
&h�ì�r\�"f u = �x �� u�8̈����� du = �dx s��� x = �a {9� M:u = a �� �)a��. ����"f � Z �a0 f(x) dx = � Z a0 f(�u)(�du)= Z a0 f(�u) du�� $í
wn���Ç��. y = f(x) �� Äº�<Ê�ºs���� 7£¤,f(�u) = f(u)s���� R a0 f(�u) du = R a0 f(u) du s�Ù¼��Z a�a f(x) dx = 2 Z a0 f(x) dxs���. ìøÍ���\� y = f(x) �� l��<Ê�ºs���� 7£¤,f(�x) = �f(x)s���� R a0 f(�u) du = � R a0 f(u) du s�Ù¼��Z a�a f(x) dx = � Z a0 f(u) du+ Z a0 f(x) dx = 0s���.



244 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x
x

y

AA

x

y

-A

A

7��bÆÁþ�ÊÁ�+ ÇaÆ�\�&P�½̈çß� [�a; a℄ \�"f ���5Åq��� �<Ê�º f \� �/�#�� f �� Äº�<Ê�ºs����(f(�x) = f(x)), Z a�a f(x) dx = 2 Z a0 f(x) dx� f �� l��<Ê�ºs����(f(�x) = �f(x)), Z a�a f(x) dx = 0
�¹M� 2 ��6£§ &ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z 2�2(x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1) dx (b) Z 1�1 sinx1 + x2 dxSolution (a) y = xn �Ér n s� f.Ë�ºs���� l��<Ê�º, ����ºs���� Äº�<Ê�ºs�Ù¼��Z 2�2(x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1) dx = 2 Z 20 (x4 + x2 + 1) dx= 2525 + 2323 + 2 � 2= 33215�̀� %3���H��.(b) f(x) = sinx1 + x2 ���� ���� f ��H �̧��H z�́�º\� �/�#� ���5Åqs���f(�x) = sin(�x)1 + (�x)2 = � sinx1 + x2s�Ù¼�� f ��H l��<Ê�ºs���. ����"f Z 1�1 sinx1 + x2 dx = 0



℄j 1 ℄X� u�8̈�&h�ì�r 245s���. �ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁÿ? �\�&P����y���<Ê�º_Æ ìøÍy��/BNd���Ér C�y��/BNd��Ü¼��ÂÒ'� ~1�>� %3��̀� �º e����.sin2 x = 1� os 2x2 ; os2 x = 1 + os 2x2s� /BNd���Ér ���y���<Ê�º_Æ &h�ì�r\�"f ×�æ¹̄��Ç %i�½+É�̀� �Ù¼�� l�%3�K� ¿º��H �̄	s� a%~��.�¹M� 3 ��6£§ °ú̄�̀� ½̈�#���. Z �=40 p1� os 2x dxSolution 1� os 2x = 2 sin2 x s�Ù¼�� p1� os 2x = p2j sinxj s���. ����"fZ �=40 p1� os 2x dx = p2 Z �=40 sinx dx= p2h� osxi�=40= p2(�p22 + 1) = p2� 1s���. �)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� �ºr� 3���)Z �20 1 + sinx1 + osxdx = s���.os3 x �� sin2 x os2 x ü< °ú �Ér ���y���<Ê�º_Æ ��	�d��_Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�Ér ���y���<Ê�º_Æ �½Ó1pxd���̀� &h�℄X�y� s�6 x�#� ½̈��Ç��. ���©� ��ÅÒ æ¼s���H �½Ó1pxd���Éros2 x+ sin2 x = 1s���. s� d���̀� s�6 x���� �ï������<Ê�º\�� ������<Ê�º�� ��Ë̈#Q jþt �º e����. ¢̧��Ç(osx)0 = � sinx; (sinx)0 = osxe��\� Ä»_Æ�#� &h�℄X���Ç u�8̈�ZO�gË:s� Áº%Á	���t� ¹1Ô���·p��.�¹M� 4 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z os3 x dx (b) Z sin3 x os2 x dxSolution



246 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x(a) os3 x = (1� sin2 x) osx s�Ù¼�� sinx = t �� u�8̈����. osxdx = dt s�Ù¼��Z os3 x dx = Z (1� t2) dt = t� 13 t3 + C= sinx� 13 sin3 x+ Cs���.(b) osx = t �� u�8̈����� � sinxdx = dt s���. ����"fZ sin3 x os2 x dx = Z (� sin2 x) os2 x(� sinx)dx= Z (t2 � 1)t2 dt= 15t5 � 13t3 + C= 15 os5 x� 13 os3 x+ Cs���. ���l� 4 _Æ �â
Äº%�!3� �����s��� �ï�����_Æ 	��º�� ������̧ f.Ë�º��� �â
Äº u�8̈�ZO�gË:\� _Æ�#�ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� �½Ó�©� ½̈½+É �º�� e����. Õª�Q�� 	��º�� �̧¿º ����º��� �â
Äº\���H u�8̈�\� _Æ�#� ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈���H �̄	s� #Q�90>�����. s���� �â
Äº��H ���y���<Ê�º_Æ ìøÍy��/BNd���̀� s�6 x�#� 	��º\�� ±ú�ð�rÊê ½̈��Ç��.�¹M� 5 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z os2 x dx (b) Z sin2 x os2 x dxSolution(a) os2 x = 1 + os 2x2 s�Ù¼��Z os2 x dx = Z 1 + os 2x2 dx= 12x+ 14 sin 2x+ C�̀� %3���H��.(b) ìøÍy��/BNd���̀� ìøÍ4�¤K�"f s�6 x����Z sin2 x os2 x dx = Z 1� os 2x2 1 + os 2x2 dx= Z 1� os2 2x4 dx= Z 14 � 14 1 + os 4x2 dx= 18x� 132 sin 4x+ C �



℄j 1 ℄X� u�8̈�&h�ì�r 247ÈÁh�Áþ�ÊÁ�+ �\�&P�����y���<Ê�º u�8̈��̀� s�6 x����pa2 � x2; px2 � a2; pa2 + x21px_Æ Áºo��<Ê�º\�� �í�<Ê���H ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈���H �̄	s� ��0px���. s��Q��Ç �<Ê�º[þt_Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀�½̈�l� 0AK�"f��H ℄jY�L��H ��A�_Æ d��a2 � x2; x2 � a2; a2 + x2�̀� ℄jY�Ld��Ü¼�� ëß�[þt#Q�� ���HX< s���H ���y���<Ê�º_Æ �½Ó1pxd��sin2 x+ os2 x = 1õ� �ª�����̀� os2 x �� ��¾º#Q %3���H d�� tan2 x+ 1 = se2 x�̀� s�6 x���� ��0px���. 7£¤,� x = a sin � �� u�8̈�����a2 � x2 = a2 � a2 sin2 � = a2(1� sin2 �) = a2 os2 �� x = a se � �� u�8̈�����x2 � a2 = a2 se2 � � a2 = a2(se2 � � 1) = a2 tan2 �� x = a tan � �� u�8̈�����a2 + x2 = a2 + a2 tan2 � = a2(1 + tan2 �) = a2 se2 �s� ÷&Ù¼�� ℄jY�L��H�̀� ℄j��½+É �º e����.�¹M� 6 ��6£§ d��s� $í
wn��<Ê�̀� ��#���.(a) Z 1p1� x2 dx = arsinx+ C (b) Z 11 + x2 dx = artanx+ CSolution(a) ℄jY�L��H ��A��� ℄jY�Ls� ÷&�̧2�¤ x = sin � (��2 < � < �2 )�� u�8̈����� dx = os �d� s���p1� x2 =p1� sin2 � = os �



248 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xs���. ����"f Z 1p1� x2 dx = Z 1os � os � d�= Z 1 d�= � + C = arsinx+ C\�� %3���H��.(b) x = tan � (��2 < � < �2 ) �� u�8̈����� dx = se2 �d� s���1 + x2 = 1 + tan2 � = se2 �s�Ù¼�� Z 11 + x2 dx = Z 1se2 � se2 � d�= Z 1 d�= � + C = artanx+ C\�� %3���H��. �0A ��l�_Æ ���õ���H p�ì�r�̀� s�6 x�#� ����?/��� ��6£§õ� °ú ��.�℄�ºÇÔḈ�Áþ�ÊÁ�+ �¿Áþ�ÊÁZ 1p1� x2 dx = arsinx+ C , (arsinx)0 = 1p1� x2Z 11 + x2 dx = artanx+ C , (artanx)0 = 11 + x2�¹M� 7 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z x2p4� x2 dx (b) Z 1p4 + x2 dxSolution(a) x = 2 sin �; ��2 < � < �2 �� u�8̈����� dx = 2 os � d� s���4� x2 = 4� 4 sin2 � = 4 os2 �



℄j 1 ℄X� u�8̈�&h�ì�r 249s���. ����"f Z x2p4� x2 dx = Z 8 sin2 � os �2 os � d�= 4 Z sin2 � d�= 4 Z 1� os 2�2 d�= 2� � sin 2� + C= 2� � 2 sin � os � + Cs���. sin � = x=2 s�Ù¼�� ±	���s� 2s��� Z�}s��� x ��� f��y�����y��+þA�̀� Òqty��K� ����� x9Æ���_ÆU�́s���H p4� x2 s� �)a��.
θ

O

x

2

(4 _ x2)

1
2
_

Õª�QÙ¼�� os � =p1� sin2 � =p4� x2=2�̀� %3���H��. � = arsin x2 s�Ù¼��Z x2p4� x2 dx = 2arsin x2 � xp4� x22 + Cs���.(b) x = 2 tan � (��2 < � < �2 ) �� u�8̈����� dx = 2 se2 �d� s���4 + x2 = 4 + 4 tan2 � = 4 se2 �s���. ����"f Z 1p4 + x2 dx = Z 2 se2 �2 se � d�= Z se � d�= log j se � + tan �j+ Cs���. tan � = x2 s�Ù¼�� x9Æ���s� 2 s��� Z�}s��� x ��� f��y�����y��+þA�̀� Òqty��K� ����� ±	���_ÆU�́s���H p4 + x2 s���.



250 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x
θ

O

x

2

(4 + x2)

1
2
_

����"f se � = p4 + x22s��� Z 1p4 + x2 dx = log ���p4 + x22 + x2 ���+ C= log(p4 + x2 + x) + Cs���. ��¹M� 8 ��6£§ d��Ü¼�� ÅÒ#Q��� ��"é¶_Æ V,�s�\�� ½̈�#���. éß�, a > 0; b > 0 s���.x2a2 + y2b2 = 1Solution ÅÒ#Q��� ��"é¶�Ér x »¡¤õ� y »¡¤\� �/�#� �/g�As�Ù¼�� ��"é¶_Æ V,�s���H 1��ì�r���\� e����H%ò
%i�_Æ V,�s�\�� 4 C� ��Ç �̄	õ� °ú ��.
a

b

y � 0 {9� M: 1 ��ì�r���\�"f ��"é¶_Æ ~½Ó&ñ
d���̀� y \� �/�#� Û��#Q æ¼���y = bapa2 � x2; 0 � x � as���. ����"f ��"é¶_Æ V,�s���H A = 4 Z a0 bapa2 � x2 dx



℄j 1 ℄X� u�8̈�&h�ì�r 251�� jþt �º e����. x = a sin � �� u�8̈����� x = 0 {9� M: � = 0; x = a {9� M: � = �2 s���. ¢̧��Ç,dx = a os �d�s�Ù¼�� A = 4 ba Z �=20 a os � � a os � d�= 4ab Z �=20 os2 � d�= 4ab Z �=20 1 + os 2�2 d�= 2abh� + sin 2�2 i�=20= �ab�̀� %3���H��. :£¤y� a = b = r s���� ìøÍt�2£§s� r ��� "é¶_Æ V,�s���H �r2 e���̀� ·ú� �º e����. �



252 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xV� 2 â�
 ÉÙ&P��\�&P�ß��p�ì�r��0px��Ç ¿º �<Ê�º f(x); g(x) \� �/�#� ¿º �<Ê�º_Æ Y�L\� �/��Ç p�ì�r�Ér[f(x)g(x)℄0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)Ü¼�� ÅÒ#Q�����.ÉÙ&P��\�&P�ß���ª�����̀� ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� s�6 x�#� ����?/���f(x)g(x) = Z [f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)℄ dxs� �)a��. ����"f ��6£§õ� °ú �Ér �'a>�d���̀� %3���H��.Z f(x)g0(x) dx = f(x)g(x)� Z f 0(x)g(x) dxs� /BNd��\� _Æ��Ç &h�ì�rZO��̀� ÉÙ&P��\�&P�ß��(integration by parts)s����� ��Ç��.ÉÙ&P��\�&P�ß�� Z f(x)g0(x) dx = f(x)g(x) � Z f 0(x)g(x) dxNote ÂÒì�r&h�ì�rZO��Ér ��6£§ +þAI��� ��Ë̈#Q æ¼��� l�%3��l��� �8 a%~��.u = f(x); v = g(x)���� Z�~Ü¼��� du = f 0(x) dx; dv = g0(x) dxs���. ����"f u�8̈�&h�ì�rZO�\� _Æ���� ÂÒì�r&h�ì�rZO��Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.Z u dv = uv � Z v du�¹M� 1 ��6£§ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z x sinx dx (b) Z xex dx () Z x logx dxSolution(a) u = x; dv = sinx dx ���� ���� du = dx; v = � osx



℄j 2 ℄X� ÂÒì�r&h�ì�rZO� 253s���. ����"f ÂÒì�r&h�ì�rZO�\� _Æ����Z x sinx dx = x � (� osx)� Z (� osx) dx= �x osx+ Z osx dx= �x osx+ sinx+ C(b) u = x; dv = ex dx ���� ���� du = dx; v = ex s���. ����"f ÂÒì�r&h�ì�rZO�\� _Æ����Z xex dx = x � ex � Z ex dx= xex � ex + C() u = logx; dv = xdx ���� ���� du = 1x dx; v = 12x2 s���. ����"f ÂÒì�r&h�ì�rZO�\� _Æ����Z x log x dx = 12x2 � (log x)� Z 12x2 1x dx= 12x2 logx� Z 12x dx= 12x2 logx� 14x2 + C �)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� &ñ
r� 4���)limm!1 limn!1 mn2 nXk=1 ke�mn k = s���.)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� �ºr� 2���)Z 10 ospx dx = s���.Note ÂÒì�r&h�ì�rZO��Ér ¿º �<Ê�º_Æ Y�L�̀� &h�ì�r½+É M: Ä»6 x��Ç ~½ÓZO�s���. Õª�Q�� ���_Æ �<Ê�º�̧ ¿º�<Ê�º_Æ Y�LÜ¼�� Òqty��½+É �º e����. 7£¤,f(x) = 1 � f(x) = (x)0 � f(x)�� Z�~Ü¼��� ���_Æ �<Ê�º_Æ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̧ ÂÒì�r&h�ì�rZO��̀� s�6 x�#� ½̈½+É �º e����.�¹M� 2 ��6£§ &h�ì�r�̀� ½̈�#���.(a) Z logx dx (b) Z artanx dxSolution



254 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x(a) log x = (x)0 logx �� Òqty����� u = logx; dv = dx �� Z�~Ü¼���Z logx dx = Z u dv= uv � Z v du = x log x� Z x � 1x dx= x logx� x+ C\�� %3���H��.(b) (artanx)0 = 11 + x2 e���̀� l�%3����. u = artanx; dv = dx �� Z�~Ü¼���Z artanx dx = Z u dv= uv � Z v du = x artanx� Z x � 11 + x2 dx= x artanx� 12 log(1 + x2) + C\�� %3���H��. �)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� &ñ
r� 5���)�FG��Ç°ú̄ limn!1 hln fn(n+ 1) � � � (n+ n)g 1n � lnni�Ér s���.)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� &ñ
r� 8���)¿º /BG��� y = xp; y = lnx�� ℄X���̧2�¤ ���H �©��º \�� ½̈���, s�M: ℄X�&h�_Æ ýa³ð x9� ¿º /BG���õ� x»¡¤Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i�_Æ V,�s�\�� ½̈���. (éß�, p > 0))ç�(|¡è��� (2009Æ̧� �ºr� 4���)limA!1 Z A0 x2e�x dx = .¿º �<Ê�º_Æ Y�L�̀� &h�ì�r���HX< ��Ç �<Ê�º�� x _Æ ���½Ód��s���� ÂÒì�r&h�ì�rZO�\� _Æ�#� 	��º�� ���m�� ?/�9çß���. ����"f ÂÒì�r&h�ì�r�̀� ìøÍ4�¤���� ���²DG ��Ç �<Ê�º_Æ &h�ì�r g1J�̀� >�íß����� ÷&��H +þAI�\�� %3�>� �)a��. Õª�Q�� ¿º �<Ê�º �̧¿º ���½Ód��s� ��m���� ÂÒì�r&h�ì�rZO��̀� ��6 x�#��̧ x�&h�ì�r�<Ê�º�� �8 éß�í�H��Ç +þAI��� ��7t� ·ú§��H��. Õª�Q�� x�&h�ì�r�<Ê�º�� t��º�<Ê�º�� ���y���<Ê�º_Æ +þAI�s����ÂÒì�r&h�ì�r�̀� ìøÍ4�¤���� °ú �Ér +þAI�_Æ x�&h�ì�r�<Ê�º\�� %3�>� ÷&#Q ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈½+É �º e����.



℄j 2 ℄X� ÂÒì�r&h�ì�rZO� 255�¹M� 3 Z ex sinx dx \�� ½̈�#���.Solution ex �� sinx ��H �̧¿º p�ì�r\� _Æ�#� �8 çß�éß���Ç +þAI��� ��7t� ·ú§��H��. Õª�Q�� Äº���u = ex; dv = sinx dx�� u�8̈����. Õª�Q��� du = ex dx; v = � osx s��� ÂÒì�r&h�ì�rZO�\� _Æ�#�Z ex sinx dx = ex � (� osx) � Z ex(� osx) dx (7.1)\�� %3���H��. �̧ǑÉrAá¤ ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈�l� 0A�#� ��r�u = ex; dv = osx dx�� u�8̈����. Õª�Q��� du = ex dx; v = sinx s���Z ex osx dx = ex sinx� Z ex sinx dx\�� %3���H��. s� d���̀� d�� (7.1) \� �/{9�����Z ex sinx dx = �ex osx+ ex sinx� Z ex sinx dxs���. s� d���̀� &ñ
o����� Z ex sinx dx = 12ex(sinx� osx) + Cs���. �Note 0A ��l�\�"f u = sinx; dv = ex dx �� Z�~�� Û��#Q�̧ °ú �Ér ���õ�\�� %3���H��.�¹M� 4 ��6£§ &h�ì�r�̀� ½̈�#���. Z se3 x dxSolution u = sex; dv = se2 xdx s����� ����du = tanx sexdx; v = tanxs�Ù¼�� I = Z se3 x dx = Z sex � se2 x dx= sex tanx� Z (tanx sex) tan x dx= sex tanx� Z tan2 x sex dxs���. ��t�}�� d��_Æ x�&h�ì�r�<Ê�º��H tan2 x = se2 x� 1



256 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x\�"f Z tan2 x sex dx = Z (se2 x� 1) sex dx= Z se3 x dx � Z sex dx= I � log j sex+ tanxj+ C�� ÷&��H �̄	�̀� ·ú� �º e����. ����"fI = 12[tanx sex+ log j sex+ tanxj℄ + C�̀� %3���H��. �0A_Æ ��l�\� ���̧��H &h�ì�r�Ér ��ÅÒ 4�¤ú̧���Ç +þAI�\�� °ú��� e��t�ëß� _Æü��� /BG���_Æ U�́s� 1px�̀� ½̈½+É M: ��ÅÒ 1px�©����H �<Ê�ºs���.�¹M� 5 �©�/BG��� x2 � y2 = 1õ� f����� x = 2 �� Ñüt�Q����� ÂÒì�r_Æ V,�s�\�� ½̈�#���.Solution ÅÒ#Q��� %ò
%i��Ér 1 � x � 2 {9� M: ¿º /BG���y =px2 � 1; y = �px2 � 1��s�_Æ V,�s�s���. ����"fZ 21 [px2 � 1� (�px2 � 1)℄ dx = 2 Z 21 px2 � 1 dx�̀� ½̈���� �)a��. x = se � �� u�8̈�����x = 1 ) � = 0; x = 2 ) � = �3s��� x2 � 1 = se2 � � 1 = tan2 �; dx = se � tan �d�s���. Õª�QÙ¼��Z 21 px2 � 1 dx = Z �30 tan � se � tan �d�= Z �30 (se3 � � se �)d�= �12[tanx sex+ log j sex+ tanxj℄� log j sex+ tanxj�����=30= �12[tanx sex� log j sex+ tanxj℄�����=30= p3� 12 log(2 +p3)



℄j 2 ℄X� ÂÒì�r&h�ì�rZO� 257�̀� %3���H��. ����"f ÅÒ#Q��� %ò
%i�_Æ V,�s���H2(p3� 12 log(2 +p3)) � 2:15s���. �)ç�(|¡è��� (2009Æ̧� &ñ
r� 10���)ýa³ðî̈
���\�"f ×�æd��_Æ ýa³ð�� (0; t) ��� "é¶s� �©�/BG���x2 � y2 = 1\� ℄X�½+É M:, "é¶_Æ ìøÍt�2£§ r(t) \�� ½̈��� &h�ì�rZ p20 r(t) dt_Æ °ú̄�̀� ½̈�r��̧.ÇaÆ�\�&P��+ ÉÙ&P��\�&P�ß��f(x)g(x) = Z [f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)℄ dx s�Ù¼�� p�&h�ì�r_Æ l��:r&ñ
o�\�� &h�6 x����f(x)g(x)���ba = Z ba [f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)℄ dxs���. ����"f &ñ
&h�ì�r_Æ ÂÒì�r&h�ì�rZO��Ér ��6£§õ� °ú s� jþt �º e����.ÇaÆ�\�&P��+ ÉÙ&P��\�&P�ß��Z ba f(x)g0(x) dx = f(x)g(x)���ba � Z ba f 0(x)g(x) dx
�¹M� 6 ��6£§ &ñ
&h�ì�r_Æ °ú̄�̀� ½̈�#���.(a) Z �0 x sinx dx (b) Z �=20 e2x sinx dxSolution(a) ��l� 1 _Æ ���õ�\�� s�6 x����Z �0 x sinx dx = �x osx����0 + Z �0 osx dx= (��)(�1) + sinx����0 = �



258 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x\�� %3���H��.(b) u = e2x; dv = sinx dx ���� Z�~Ü¼���du = 2e2x dx; v = � osxs���. ����"f ÂÒì�r&h�ì�rZO�\� _Æ�#�Z �=20 e2x sinx dx = e2x(� osx)����=20 � Z �=20 2e2x(� osx) dx= 1 + 2 Z �=20 e2x osx dx�̀� %3���H��. ��t�}�� &ñ
&h�ì�r\� ��r� ÂÒì�r&h�ì�rZO��̀� &h�6 x����Z �=20 e2x osx dx = e2x(sinx)����=20 � Z �=20 2e2x(sinx) dx= e� � 2 Z �=20 e2x sinx dx\�� %3���H��. A = Z �=20 e2x sinx dx ���� ���� 0A_Æ ¿º d��Ü¼��ÂÒ'�A = 1 + 2 Z �=20 e2x osx dx= 1 + 2e� � 4As� $í
wn��<Ê�̀� ·ú� �º e����. ����"fA = Z �=20 e2x sinx dx = 15(1 + 2e�)s���. �)ç�(|¡è��� (2009Æ̧� &ñ
r� ë�H℄j 5���)z�́�º ����̂ |9�½+Ë\�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�º f(x) �� ¿º ���p�ì�r ��0px��� ¢̧��Ç f 00(x) �� ���5Åqs��� ��&ñ
���. f(0) = f 0(0) = 1 s� $í
wn����, �̧��H x\� �/K�"f f(x) + f(1� x) = 0 s� $í
wn�����, &h�ì�r R 10 (1� x)2f 00(x) dx _Æ °ú̄�Ér s���.Note 0A ��l� (b) _Æ ~½ÓZO��̀� s�6 x���� ��6£§õ� °ú s� {9�ìøÍ�o�)a ÂÒ&ñ
&h�ì�r�̀� ½̈½+É �º e����. Õª7£x"î
�Ér ���_þvë�H℄j�� z��|����.Z eax sin bx dx = eaxa2 + b2 (a sin bx� b os bx) + C (7.2)Z eax os bx dx = eaxa2 + b2 (a os bx+ b sin bx) + C (7.3)



℄j 3 ℄X� :£¤s�&h�ì�r 259V� 3 â�
 §�́l��\�&P�t��FKÆ�t� Äºo���H ËÂø5�ø5� ¶ÇÒð�> Ä©ë5Ñ [a; b℄ \�"f &ñ
_Æ�)a ¥o>¢4́ê�> Áþ�ÊÁ f \� �/�#� &ñ
&h�ì�rZ ba f(x)dx �̀� &ñ
_Æ�%i���. s� ℄X�\�"f��H ¿º ��t� �̧|	� ×�æ\�"f &h�#Q�̧ ����� $í
wn��t� ·ú§��H �â
Äº_Æ &ñ
&h�ì�r�̀� &ñ
_Æ��Ç��. s��Q��Ç �â
Äº_Æ &ñ
&h�ì�r�̀� §�́l��\�&P�(improper integral)s���ÂÒǑÉr��.ÈÁø5�Ä©ë5ÑU"� ÇaÆ�+ÛÖS §�́l��\�&P�1 ��ì�r���\�"f /BG��� y = e�x ��A� e����H %ò
%i��̀� Òqty��K� ����.
0.5

1

1.5

2

–0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

xs� %ò
%i�_Æ V,�s���H ½̈çß� [0;1) \�"f &ñ
_Æ�)a &ñ
&h�ì�r_Æ °ú̄Ü¼�� s�K�½+É �º e����. e��_Æ_Æ �ª��º t\� �/�#� ½̈çß� [0; t℄ \�"f_Æ V,�s�\�� A(t) ���� ���. Õª�Q��� &ñ
&h�ì�r_Æ &ñ
_Æ\� _Æ�#�A(t) = Z t0 e�x dx = �e�x���t0 = 1� e�ts���. t ! 1 {9� M:, A(t) _Æ °ú̄�Ér 1 �� �º§4���Ç��. ����"f ±	�FK�2; ÂÒì�r_Æ V,�s���H 1 s����� ½+É�º e����.{9�ìøÍ&h�Ü¼�� Áº��Ç ½̈çß� [a;1) \�"f &ñ
_Æ�)a ���5Åq�<Ê�º f \� �/�#� limt!1 Z ta f(x) dx �� �>rF����� Z 1a f(x) dx �̀� ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.Z 1a f(x) dx = limt!1 Z ta f(x) dxs� �FG��Ç°ú̄s� �>rF�½+É M: :£¤s�&h�ì�r Z 1a f(x) dx ��H ÊÁ�℄�ø5���(onverge)�� ú́���Ç��. �FG��Ç°ú̄s� �>rF��t� ·ú§�̀� M:��H L±Óñ5Ñø5���(diverge)�� ��Ç��. :£¤s�&h�ì�r Z a�1 f(x) dx �̧ q�5pw��Ç ~½ÓZO�Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.



260 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xÈÁø5�Ä©ë5ÑU"��+ §�́l��\�&P�� Áº��Ç½̈çß� [a;1) \�"f &ñ
_Æ�)a ���5Åq�<Ê�º f \� �/�#� :£¤s�&h�ì�r Z 1a f(x) dx ��H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��. Z 1a f(x) dx = limt!1 Z ta f(x) dx� Áº��Ç½̈çß� (�1; b℄ \�"f &ñ
_Æ�)a ���5Åq�<Ê�º f \� �/�#� :£¤s�&h�ì�r Z b�1 f(x) dx ��H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��. Z b�1 f(x) dx = limt!�1 Z bt f(x) dx0A_Æ ¿º �FG��Ç°ú̄s� �>rF�½+É M:, :£¤s�&h�ì�r Z 1a f(x) dx õ� Z b�1 f(x) dx ��H ÊÁ�℄�ø5�������Ç��. �º§4��t� ·ú§��H �â
Äº��H L±Óñ5Ñø5����� ��Ç��.� e��_Æ_Æ &h� a \� �/�#� :£¤s�&h�ì�r Z a�1 f(x) dx ü< Z 1a f(x) dx �� �º§4�½+É M:,Z 1�1 f(x) dx \�� ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.Z 1�1 f(x) dx = Z a�1 f(x) dx + Z 1a f(x) dx
�¹M� 1 :£¤s�&h�ì�r Z 11 logxx2 dx �� �º§4����Ht� óøÍéß���� �º§4���Ç����� &h�ì�r°ú̄�̀� ½̈�#���.Solution u = logx �� u�8̈����� du = dxx s���. ¢̧��Ç x = eu s�Ù¼��Z t1 logxx2 dx = Z log t0 ueu du = Z log t0 ue�udu�̀� %3���H��. ÂÒì�r&h�ì�r�̀� s�6 x����Z ue�udu = �ue�u � Z (�e�u)du = �ue�u + Z e�udu= �ue�u � e�u + Cs���. ����"f Z log t0 ue�udu = h� ue�u � e�uilog t0= �(log t)e� log t � e� log t + 1= � log tt � 1t + 1s��� s� °ú̄�Ér t!1 {9� M: 1 �� �º§4���Ç��. ����"f ��6£§ ���õ�\�� %3���H��.Z 11 logxx2 dx = limt!1 Z t1 logxx2 dx = 1 �



℄j 3 ℄X� :£¤s�&h�ì�r 261
�¹M� 2 ��6£§ :£¤s�&h�ì�r_Æ °ú̄�̀� ½̈�#���.(a) Z 0�1 xex dx (b) Z 1�1 xe�x2 dxSolution (a) u = x; v0 = ex s��� ���. Õª�Q��� u0 = 1; v = ex s�Ù¼�� ÂÒì�r&h�ì�rZO��̀� ��6 x���� Z 0t xex dx = xex���0t � Z 0t ex dx = �tet � 1 + et\�� %3���H��. limt!�1 et = 0 s��� ��x�»1Ï_Æ &ñ
o�\� _Æ�#�limt!�1 tet = limt!�1 te�t = limt!�1 1�e�t = 0�̀� %3���H��. Õª�QÙ¼�� :£¤s�&h�ì�r_Æ &ñ
_Æ\� _Æ�#�Z 0�1 xex dx = limt!�1(�tet � 1 + et) = �1�̀� %3���H��.(b) f(x) = xe�x2 s����� ���� f ��H l��<Ê�ºs���. Õª�QÙ¼�� Z 10 f(x) dx �� �º§4���Ç����� ÅÒ#Q��� :£¤s�&h�ì�r_Æ °ú̄�Ér 0 s���. s�℄j Z 10 f(x) dx s� �º§4����Ht� ¶ú�(R����. x2 = u �� u�8̈�����2xdx = du s�Ù¼�� Z t0 xe�x2 dx = Z t20 12e�u du= �12e�u���t20 = 12�1� e�t2�s��� s� °ú̄�Ér t!1 {9� M: 12 �� �º§4���Ç��. 7£¤,Z 10 f(x) dx = 12s��� ½̈���H :£¤s�&h�ì�r_Æ °ú̄�Ér 0 s� �)a��. ��¹M� 3 ��6£§ :£¤s�&h�ì�rs� �º§4����H p _Æ #3�0A\�� ½̈�#���.Z 11 1xp dxSolution p = 1 {9� M: Z t1 1xdx = h logxit1 = log t!1



262 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xs�Ù¼�� :£¤s�&h�ì�r�Ér µ1Ïíß���Ç��. p 6= 1 s����Z t1 1xp dx = Z t1 x�pdx = h 11� px1�pit1= 11� p (t1�p � 1)s���. p > 1 s���� 1� p < 0 s�Ù¼�� t!1 {9� M: t1�p ! 0 s���. Õª�QÙ¼��Z 11 1xp dx = limt!1 Z t1 1xp dx = 1p� 1 ; p > 1s���. ìøÍ��� p < 1 s���� t! 1 {9� M: t1�p ! 1 s�Ù¼�� :£¤s�&h�ì�r�Ér µ1Ïíß���Ç��. ����"f ÅÒ#Q���:£¤s�&h�ì�rs� �º§4����H p _Æ #3�0A��H p > 1 s���. ���·¥o>¢4́Áþ�ÊÁ�+ §�́l��\�&P�:£¤s�&h�ì�r_Æ ��ǑÉr +þAI���H x�&h�ì�r�<Ê�º�� Ä»��Ç��Ç ½̈çß�\�"f &ñ
_Æ÷&t�ëß� ½̈çß�_Æ ��Ç&h�\�"f Ô�����5Åq��� �â
Äº\� &ñ
_Æ�)a��. \V\�� [þt#Q, 1��ì�r���\�"f /BG��� y = x� 12 ü< f����� x = 1 \� _Æ�#� ëß�[þt#Qt���H %ò
%i��̀� Òqty��K� ����.

Äº��� 0 < t < 1 {9� M:, ½̈çß� [t; 1℄ \�"f %ò
%i�_Æ V,�s�\�� ½̈���� ��6£§õ� °ú ��.Z 1t x� 12 dx = 1� 12 + 1x 12 ���1t = 2(p1�pt)ÅÒ#Q��� %ò
%i�_Æ V,�s���H t! 0+ {9� M:_Æ �FG��Ç°ú̄Ü¼�� ÅÒ#Q�����. 7£¤,Z 10 x� 12 dx = limt!0+ 2(p1�pt) = 2s���. {9�ìøÍ&h�Ü¼�� �<Ê�º f(x) �� ½̈çß� (a; b℄ \�"f ���5Åqs��� x = a \�"f Ô�����5Åqs����1 :£¤s�&h�ì�rZ ba f(x)dx ��H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.Z ba f(x) dx = limt!a+ Z bt f(x) dx1%3�x9�y� ú́������� x = a \�"f Ô�����5Åqs����� &ñ
_Æ÷&t� ·ú§Ü¼���



℄j 3 ℄X� :£¤s�&h�ì�r 263�<Ê�º f(x) �� ½̈çß� [a; b) \�"f ���5Åqs��� x = b \�"f Ô�����5Åq��� �â
Äº�̧ °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.��·¥o>¢4́Áþ�ÊÁ�+ §�́l��\�&P�� �<Ê�º f(x) �� ½̈çß� (a; b℄ \�"f ���5Åqs��� x = a \�"f Ô�����5Åqs���� :£¤s�&h�ì�r Z ba f(x)dx��H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��. Z ba f(x) dx = limt!a+ Z bt f(x) dx� �<Ê�º f(x) �� ½̈çß� [a; b) \�"f ���5Åqs��� x = b \�"f Ô�����5Åqs���� :£¤s�&h�ì�r Z ba f(x)dx��H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��. Z ba f(x) dx = limt!b� Z ta f(x) dx0A_Æ ¿º �FG��Ç°ú̄s� �>rF�½+É M:, :£¤s�&h�ì�r Z ba f(x)dx �Ér ÊÁ�℄�ø5���(onverge)�� ��Ç��.�º§4��t� ·ú§��H �â
Äº��H L±Óñ5Ñø5���(diverge)�� ��Ç��.� f �� x = (a <  < b) \�"f Ô�����5Åqs��� :£¤s�&h�ì�r Z a f(x)dx ü< Z b f(x)dx �� �º§4����� Z ba f(x)dx ��H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.Z ba f(x) dx = Z a (x) dx+ Z b f(x) dx
�¹M� 4 ��6£§ :£¤s�&h�ì�rs� �º§4����Ht� ¶ú�(R������.(a) Z 10 1x dx (b) Z 1�1 1x dxSolution (a) x = 0 \�"f Ô�����5Åqs�Ù¼��Z 10 1x dx = limt!0+ Z 1t 1x dx = limt!0+ logx���1t= limt!0+(� log t) =1s���. ����"f ÅÒ#Q��� :£¤s�&h�ì�r�Ér µ1Ïíß���Ç��.(b) :£¤s�&h�ì�r Z 10 1x dx s� µ1Ïíß��Ù¼�� ÅÒ#Q��� :£¤s�&h�ì�r Z 1�1 1x dx �̧ µ1Ïíß���Ç��. �



264 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xNote 0A ��l�_Æ (b) \�"f f(x) = 1x ��H l��<Ê�ºs�Ù¼��Z 1�1 1x dx = 0s��������Ǒ:r�̀�?/�9"f��Hîß��)a��.Ô�����5Åq&h� x = �� ½̈çß�îß�\�e����H�â
Äº,:£¤s�&h�ì�r Z a f(x)dxü< Z b f(x)dx �� �̧¿º �º§4����H �â
Äº\�ëß� :£¤s�&h�ì�r Z ba f(x) dx ��H �º§4���Ç���� &ñ
_Æ��Ç��.�¹M� 5 Z 10 logx dx �̀� ½̈�#���.Solution f(x) = logx ��H x = 0 \�"f &ñ
_Æ÷&t� ·ú§Ü¼ 9 limx!0+ logx = �1 s���. ����"fZ 10 logx dx = limt!0+ Z 1t logx dxs���. u = logx; dv = dx ���� ��� ÂÒì�r&h�ì�r�̀� s�6 x���� u0 = 1x ; v = x s�Ù¼��Z 1t logx dx = x log x���1t � Z 1t x 1x dx= (x log x� x)���1t = t� 1� t log t�̀� %3���H��. t! 0+ {9� M: �FG��Ç°ú̄�̀� %3�l� 0A�#� ��x�»1Ï_Æ &ñ
o�\�� s�6 x����limt!0+ t log t = limt!0+ log t1=t = limt!0+ 1=t�1=t2 = 0e���̀� ·ú� �º e����. ����"f ��6£§ ���õ�\�� %3���H��.Z 10 logx dx = limt!0+(t� 1� t log t) = �1 �
�¹M� 6 Z 2�1 x�2=3 dx �̀� ½̈�#���.Solution �<Ê�º f(x) = x�2=3 ��H x = 0 \�"f &ñ
_Æ÷&t� ·ú§Ü¼ 9 �ºf��&h���H����̀� °ú���H��. ����"fZ 2�1 x�2=3 dx = Z 0�1 x�2=3 dx+ Z 20 x�2=3 dx



℄j 3 ℄X� :£¤s�&h�ì�r 265�̀� >�íß��#��� ��Ç��. Z 0�1 x�2=3 dx = limt!0� Z t�1 x�2=3 dx= limt!0� 11� 2=3x1=3���t�1= limt!0� 3(t1=3 � (�1)1=3) = 3Z 20 x�2=3 dx = limt!0+ Z 2t x�2=3 dx= limt!0+ 11� 2=3x1=3���2t= limt!0+ 3(21=3 � (t)1=3) = 3(21=3)s�Ù¼�� ��6£§ °ú̄�̀� %3���H��.Z 2�1 x�2=3 dx = 3 + 3(21=3) = 3(1 + 21=3) �§�́l��\�&P��+ j�¬̈÷5�ÇaÆß��:£¤s�&h�ì�r_Æ &ñ
SX���Ç °ú̄�̀� ½̈���H �̄	�Ér �/ÂÒì�r_Æ �â
Äº ��ÅÒ #Q§>����� Ô����0px���. s���� �â
Äº :£¤s�&h�ì�r_Æ �º§4�#�ÂÒ��H ��ǑÉr �<Ê�º_Æ :£¤s�&h�ì�rõ� q��§�#� óøÍ&ñ
½+É �º e����. s��Q��Ç óøÍ&ñ
ZO��̀� :£¤s�&h�ì�r\� �/��Ç j�¬̈÷5�ÇaÆß��(omparison test)s����� ��Ç��.j�¬̈÷5�ÇaÆß��¿º ���5Åq�<Ê�º f; g �� x � a {9� M: f(x) � g(x) � 0 s����� ���. Õª�Q���� Z 1a f(x) dx �� �º§4����� Z 1a g(x) dx �̧ �º§4���Ç��.� Z 1a g(x) dx �� µ1Ïíß����� Z 1a g(x) dx �̧ µ1Ïíß���Ç��.�ª�_Æ °ú̄�̀� °ú���H �<Ê�º_Æ &h�ì�r�Ér �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔü< x »¡¤ ��s�_Æ V,�s��� s�K�½+É �º e��Ü¼Ù¼��q��§óøÍ&ñ
ZO��Ér����Ér�<Ê�º_ÆV,�s���	�H�<Ê�º_ÆV,�s������������H��z�́��ÂÒ'�Ä»ÆÒ½+É�ºe����.�¹M� 7 ��6£§ :£¤s�&h�ì�r_Æ �º§4�#�ÂÒ\�� óøÍ&ñ
�#���.(a) Z 10 1sinx dx (b) Z 10 1psinx dx



266 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xSolution (a) 0 < x < 1 s���� 0 � sinx � x s�Ù¼��0 � 1x � 1sinx (7.4)s���. limt!0+ Z 1t 1x dx = limt!0+ logx���1t = limt!0+(� log(t)) =1s�Ù¼�� q��§óøÍ&ñ
ZO�\� _Æ�#� ÅÒ#Q��� :£¤s�&h�ì�r�Ér µ1Ïíß���Ç��.(b) Z 10 1px dx ��H �º§4��t�ëß� s� �â
Äº ÂÒ1pxd�� (7.4) ��H q��§óøÍ&ñ
ZO�\�"f��H ��Áº %i�½+É�̀� �t�3lw��Ç��. ����Ér �<Ê�º�� �º§4���Ç���� K�"f 	�H �<Ê�º�� �º§4���Ç������H ½+É �º \O�l� M:ë�Hs���. ����"f��ǑÉr ~½Ó�¾Ó_Æ ÂÒ1pxd��s� �9�¹̄���. y = sinx ��H ½̈çß� [0; �=2℄ \�"f(sinx)00 = � sinx � 0s�Ù¼�� 0A�� �̂�2�¤���. ����"f y = sinx _Æ ÕªA�áÔ��H [0; 0℄ õ� [�=2; sin(�=2)℄ = [�=2; 1℄ \�� e±	��H f����� y = 2�x ���� 0A\� e����. 7£¤, ��6£§ ÂÒ1pxd��s� $í
wn���Ç��.sinx � 2� x; x 2 [0; �2 ℄
����"f 1psinx �r�2 1px s��� Z 10 1px dx = 2 <1s�Ù¼�� ÅÒ#Q��� :£¤s�&h�ì�r�Ér q��§óøÍ&ñ
ZO�\� _Æ�#� �º§4���Ç��. �



℄j 4 ℄X� ÂÒx� 267V� 4 â�
 ÉÙq�����, [j��, Z�}s��� y��y�� w; l; h ��� f��¹¢¤����̂_Æ ÂÒx���HV = wlhs���. ¢̧��Ç ìøÍt�2£§s� r, Z�}s��� h ��� "é¶l�Ñüæ_Æ ÂÒx���HV = �r2hs���.
w

l

h

r

h

f��¹¢¤����̂�� "é¶l�Ñüæõ� °ú s� �À»���õ� x9Æ���s� ½+Ë1lxs��� ¿º ����̀� �ºf��Ü¼�� ��������Ç {9��̂�̧+þA�̀� e��ä»¢�>(ylinder)s����� ��Ç��. l�Ñüæ���_Æ ÂÒx���H x9Æ���_Æ V,�s� A ü< Z�}s� h _Æ Y�LÜ¼�� ÅÒ#Q�����. V = A � hÉÙq�s� ��z�́�̀� s�6 x�#� {9�ìøÍ&h���� {9��̂�̧+þA_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#� ��l��� ��Ç��. x = a ü< x = b ��s�\� e����H {9��̂�̧+þA S _Æ x »¡¤\� �ºf����� éß����_Æ V,�s��� ���5Åq�<Ê�º A(x) �� ÅÒ#Q&������ ���.½̈çß� [a; b℄ �̀� n 1pxì�r�#� �ª� =åQ&h�õ� y�� ì�r&h�_Æ x ýa³ð\��x0(= a); x1; x2; : : : ; xn�1; xn(= b)s��� ��� ÂÒì�r½̈çß�_Æ U�́s�\�� �x = b� ans��� ���. Õª�Q��� k ���P: ½̈çß�_Æ {9��̂ Sk _Æ ÂÒx���H éß����&h�s� A(x�k) (x�k 2 [xk�1; xk℄) s���Z�}s���H �x ��� l�Ñüæ���_Æ ÂÒx��� ��H��r�~�́ �º e����.V (Sk) � A(x�k)�x



268 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x
x

y

xk-1

AHHxkL
*L

x

xk

����"f {9��̂_Æ ÂÒx���H s� ÂÒì�rl�Ñüæ[þt_Æ ÂÒx�_Æ ½+ËÜ¼�� ��H��r�~�́ �º e����.V � Vn = nXk=1A(x�k)�xn s� &�|9��º2�¤ ��H��°ú̄�Ér a%~��t� 9 Õª �FG��Ç°ú̄s� �>rF����HX< Õª �FG��Ç°ú̄Ü¼�� {9��̂_Æ ÂÒx�\�� &ñ
_Æ��Ç��.���W��+ ÉÙq�x = a ü< x = b ��s�\� e����H {9��̂�̧+þA S _Æ x »¡¤\� �ºf����� éß����_Æ V,�s�\�� A(x) ���� ���.A(x) �� ���5Åq�<Ê�ºs���� S _Æ ÂÒx���H ��6£§õ� °ú ��.V = limn!1 nXk=1A(x�k)�x = Z ba A(x) dx
�¹M� 1 x9Æ���_Æ ��Ç ���s� r ��� &ñ
��y��+þAs��� Z�}s��� h ��� ��Ḉ���·(pyramid)_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#���.Solution ��y��Þ���̀� ��6£§õ� °ú s� Õªo���.

x

y

h

r

x
x

y

h

r

x

s



℄j 4 ℄X� ÂÒx� 269x \�"f éß����_Æ ��Ç ���_Æ U�́s�\�� s ���� ���� ���y��+þA_Æ ²úª6£§q�\�"fh : r = x : s ) s = rxhs���. ����"f éß����_Æ V,�s���H A(x) = r2x2h2s��� ��y��Þ��_Æ ÂÒx���H Z h0 A(x) dx = Z h0 r2x2h2 dx= r2h2 Z h0 x2 dx = 13r2hs���.2 ��¹M� 2 ìøÍt�2£§s� r ��� ½̈_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#���.Solution ½̈_Æ ×�æd���̀� "é¶&h�Ü¼�� ú̧���. x \�"f_Æ éß�����Ér "é¶s��� s� "é¶_Æ ìøÍt�2£§�Ér pr2 � x2s���.
x

y

rx
s

x

y

r

x

r2
- x2

éß����_Æ V,�s���H A(x) = �(pr2 � x2)2 = �(r2 � x2)s���. ����"f ½̈_Æ ÂÒx���HV = Z r�r A(x) dx = � Z r�r(r2 � x2) dx= 2� Z r0 (r2 � x2) dx = 2�hr2x� 13x3ir0= 43�r3s� �)a��. �2{9�ìøÍ&h�Ü¼�� l�Ñüæ���õ� °ú �Ér �̧�ª�_Æ x9Æ����̀� °ú���H Þ�����_Æ ÂÒx���H l�Ñüæ��� ÂÒx�_Æ 13 s���.



270 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xm¬��>W��+ ÉÙq� I½̈��H "é¶�̀� �r������� %3�#Q�����. s�XO�>� /BG����̀� �r����#� %3�#Qt���H �r����̂_Æ ÂÒx���H éß����s� �½Ó�©� "é¶s�Ù¼�� éß����_Æ V,�s�\�� ~1�>� ½̈½+É �º e����. ��r� ú́�K�"f, /BG��� y = f(x); a � x � b\�� x »¡¤Ü¼�� �r����%i��̀� M: Òqtl���H �r����̂_Æ x \�"f_Æ éß����&h��ÉrA(x) = �[f(x)℄2s��� s� �r����̂_Æ ÂÒx���H V = Z ba A(x) dx = � Z ba [f(x)℄2 dx�� �)a��.)ç�(|¡è��� (2007Æ̧� &ñ
r� 12���)ýa³ð/BNçß�\�"f x2 + z2 � 1, y2 + z2 � 1 Ü¼�� ���&ñ
÷&��H {9��̂ �̧+þA_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#���.m¬��>W��+ ÉÙq� Iy = f(x); a � x � b \�� x »¡¤Ü¼�� �r����%i��̀� M: Òqtl���H �r����̂_Æ ÂÒx���H ��6£§õ� °ú ��.V = � Z ba y2 dx = � Z ba [f(x)℄2 dxNote ��ðøÍ��t��� /BG��� x = g(y);  � y � d \�� y »¡¤ ÑütYU�� �r�����Ç �r����̂_Æ ÂÒx���H ��6£§õ� °ú s� ÅÒ#Q�����. V = � Z d x2 dy = � Z d [g(y)℄2 dy�¹M� 3 ��6£§ /BG����̀�y��y�� x »¡¤õ� y »¡¤ ÑütYU�� �r����#� Òqtl���H�r����̂_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#���.y = px; 0 � x � 4Solution x »¡¤ ÑütYU�� �r������� éß�����Ér ìøÍt�2£§s� y = px ��� "é¶s���.
4

x

2

y

x

y � x
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4

x

2

y

x

y � x

ÂÒx���H V = � Z 40 (px)2 dx = � Z 40 x dx = 8�s���. ìøÍ��� y »¡¤ ÑütYU�� �r������� Òqtl���H éß����_Æ ìøÍt�2£§�Ér x = y2 s��� s�M: 0 � y � 2 s���.
4

x

2

y

y

y2

x � y2

4
x

2

y

x

x � y2Õª�QÙ¼�� ÂÒx���H V = � Z 20 x2 dy = � Z 20 (y2)2 dy = 255 � = 325 ��� �)a��. �)ç�(|¡è��� (2009Æ̧� &ñ
r� 8���)ÅÒ#Q��� ÂÒ1pxd��Ü¼�� ����?/#Q��� %ò
%i��̀� y-»¡¤_ÆÑütYU�� �r����#� %3��Ér {9��̂_Æ ÂÒx�\�� ½̈�r��̧. 0 5 x 5 3; y(x2 � 3x+ 2� y) = 0
)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� �ºr� 13���)U�́s��� y��y�� 30m; 40m; 50m��� }���/l��� ���y��+þA�̀� ëß�[þt#Q �ºî̈
s� ÷&>� Z�~��, Õª 0A\�ìøÍt�2£§s� 20m��� /BN�̀� ���y��+þA_Æ [j ���\� ℄X���̧2�¤ �̀��9 Z�~��¤�̀� M:, ���y��+þA x9Æ\� e����H /BN_ÆÂÒì�r_Æ ÂÒx�\�� ½̈���.



272 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x¿º /BG���Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i��̀� �r����#� Òqt|�� �r����̂_Æ ÂÒx���H ü�ÂÒ/BG���Ü¼�� Òqt|�� �r����̂_Æ ÂÒx�\�"f ?/ÂÒ/BG���\� _Æ�#� Òqt|�� �r����̂_Æ ÂÒx�\�� NS��� �)a��.�¹M� 4 ¿º /BG��� y = 2x; y = x2; 0 � x � 2 Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i��̀� ��6£§õ� °ú s� �r���Ùþ¡�̀�M: Òqtl���H �r����̂_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#���.(a) x »¡¤ ÑütYU
2

x

4

y

x

y � x2

(b) y »¡¤ ÑütYU
2

x

4

y

x

x � y

Solution(a) x »¡¤ ÑütYU�� �r������� y = 2x �� ü�ÂÒ/BG���s� ÷&�� y = x2 s� ?/ÂÒ/BG���s� �)a��.
2

x

4

y

y � 2 x

2
x

4

y

y � x2

����"f 'Í	 ���P: {9��̂_Æ ÂÒx�\�"f ¿º ���P: {9��̂_Æ ÂÒx�\�� NS���V = � Z 20 (2x)2 dx� � Z 20 (x2)2 dx= �h323 � 325 i = 6415��� �)a��.



℄j 4 ℄X� ÂÒx� 273(b) y »¡¤ ÑütYU�� �r������� x = py �� ü�ÂÒ/BG���s� ÷&�� x = y2 �� ?/ÂÒ/BG���s� �)a��.

2
x

4

y

x

x � y

2
x

4

y

x �
y

2

y ��H 0 ÂÒ'� 4 Æ�t� ����Ù¼��V = � Z 40 (py)2 dy � � Z 40 (y2)2 dy= � Z 40 y dy � � Z 40 y24 dy= �h12y2 � 14 � 13y3i40= ��8� 163 � = 83�s���. �)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� &ñ
r� 10���)x9Æ���_Æ ìøÍt�2£§_Æ U�́s��� a, Z�}s��� h ��� f��"é¶l�Ñüæ�̀�, Õª x9Æ���_Æ ��Ç t�2£§�̀� »¡¤Ü¼�� �#� �r���r�~�́ M: Òqtl���H {9��̂_Æ ÂÒx�\�� ½̈���.)ç�(|¡è��� (2006Æ̧� &ñ
r� 9���)��2 5 x 5 �2 _Æ #3�0A\�"f /BG��� y = osx x9� [j f����� y = , x = ��2 , x = �2 �� Ñüt�Q�����%ò
%i��̀� f����� y =  ÑütYU�� �r���r�(Ǒ��̀� M: Òqtl���H �r����̂_Æ ÂÒx��� þj�è�� ÷&�̧2�¤ �©��º _Æ°ú̄�̀� ½̈���.)ç�(|¡è��� (2008Æ̧� &ñ
r� 10���)î̈
��� 0A_Æ [j &h� A = (1; 0); B = (0; 32 ); C = (�1; 0)\� �/�#�, ¿º &h� P;Q�� ��6£§ ¿º �̧



274 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x|	��̀� ëß�7á¤r������. PB = 1 (éß�, P = (x; y)\�"f y = 32 )QA+QC = 4 (éß�, Q = (x; y)\�"f jxj = 1; y = 0)(��) &h� P;Q_Æ ��2[ü< x-»¡¤Ü¼�� Ñüt�Q����� �̧+þA_Æ >h+þA�̀� Õªo���.(��) (��)_Æ �̧+þA�̀� x-»¡¤_Æ ÑütYU�� �r���r�&� %3��Ér �r����̂_Æ ÂÒx�\�� ½̈���.m¬��>W��+ ÉÙq� II�f����y��+þA R �̀� �r����#� Òqtl���H �r����̂_Æ ÂÒx���H ��î�rX< ½̈"í
s� èß� "é¶l�Ñüæ �̧�ª�s���. ����"f Õª ÂÒx���H ��¾ú  "é¶l�Ñüæ_Æ ÂÒx�\�"f îß�Aá¤ "é¶l�Ñüæ_Æ ÂÒx�\�� NS��� �)a��.
x

y

R

r1r2

îß� Aá¤ "é¶_Æ ìøÍt�2£§s� r1, ��¾ú  "é¶_Æ ìøÍt�2£§s� r2 ����� s� �r����̂_Æ ÂÒx���HV = �r22h� �r21h= �(r2 � r1)(r2 + r1)h = 2��rrh�� �)a��. #�l�"f �r = r2 � r1; r = r1 + r22s���. s� ��z�́�̀� s�6 x�#� ÂÒx�\�� ½̈���H Dh��î�r ~½ÓZO��̀� Òqty��K� ����. /BG���y = f(x); a � x � b�̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r�����Ç �r����̂_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#� ��l��� ���.f �� {9��/{9� �<Ê�ºs�#Q"f %i��<Ê�º g �� �>rF����� x = g(y);  � y � d �� jþt �º e����V = � Z d (g(y))2 dy�� ÂÒx�\�� ½̈½+É �º e����. Õª�Q�� f �� ��6£§õ� °ú s� {9��/{9� �<Ê�º�� ����� �â
Äº��H s� ~½ÓZO��̀� jþt�º \O��� ë�H℄j�� �s̀��� 4�¤ú̧�K������.33¢̧��Ç {9��/{9��<Ê�º\� �/�#� %i��<Ê�º\�� �½Ó�©� ½̈½+É �º e����H �̄	�̧ ��m���.
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x

y

y � f HxL

a b
x

y

y � f HxL

a bs�℄j �r����̂\�� ��6£§õ� °ú s� ú̧���"f Òqty��K� ����. ½̈çß� [a; b℄ �̀� n 1pxì�r�#� �ª� =åQ&h�õ� y��ì�r&h�_Æ x ýa³ð\�� x0(= a); x1; x2; : : : ; xn�1; xn(= b)s��� ��� ÂÒì�r½̈çß�_Æ U�́s�\�� �x = b� ans��� ���. k ���P: %ò
%i��̀� Z�}s��� f(xk) ��� ��y��+þAÜ¼�� ��H��r�~�́ �º e����. #�l�"fxk = xk�1 + xk2s���. s� ��y��+þA�̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r����#� Òqt|�� �r����̂��H ��¾ú "é¶_Æ ìøÍt�2£§s� xk , îß�Aá¤ "é¶_Æ ìøÍt�2£§�Ér xk�1 s��� Z�}s���H f(xk) ��� ½̈"í
s� èß� "é¶l�Ñüæs���.
x

y

a bxk-1

D x

f HxkL

xk����"f Õª ÂÒx���H Vk = 2�xkf(xk)�x�� ��H��r�~�́ �º e����. ����"f �r����̂_Æ ÂÒx���HV � nXk=1 Vk = 2� nXk=1xkf(xk)�x�� ��H��r�~�́ �º e���� n s� &�t���� s� °ú̄�Ér2� Z ba xf(x) dxÜ¼�� �º§4���Ç��. ����"f ��6£§ ���õ�\�� %3���H��.



276 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xm¬��>W��+ ÉÙq� II/BG��� y = f(x) � 0; a � x � b \�� y »¡¤Ü¼�� �r����#� Òqt|�� �r����̂_Æ ÂÒx���H ��6£§õ� °ú ��.V = 2� Z ba xf(x) dx
�¹M� 5 ��6£§ /BG���Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i��̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r�����Ç �r����̂_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#���.y = sinx; x = �2 ; y = 0

Π

2

x

1

y

y � sinHxL

Solution ¿º ���P: /BNd���̀� s�6 x���� �r����̂_Æ ÂÒx���H2� Z �20 x sinx dxs���. ÂÒì�r&h�ì�rZO��̀� s�6 x����Z x sinx dx = �x osx+ sinx+ Cs�Ù¼�� ½̈���H ÂÒx���H 2� Z �20 x sinx dx = 2�(�x osx+ sinx)����20 = 2�s���. �Note 0A_Æ ��l�\�� 'Í	 ���P: ~½ÓZO�Ü¼�� ½̈����x = arsin ys�Ù¼�� ½̈���H ÂÒx���H y _Æ ½̈çß� [0; 1℄ \� �/�#� x = �2 �̀� �r�����Ç {9��̂_Æ ÂÒx� �34 \�"fx = arsin y \�� �r�����Ç {9��̂_Æ ÂÒx�\�� NS�� ��Ç��. ��r� ú́�K�"fV = �34 � � Z 10 (arsin y)2 dy



℄j 5 ℄X� ÂÒx� 277�̀� ½̈�#��� ��Ç��. s�XO�>� °ú �Ér ÂÒx�\�� ½̈��8���̧ >�íß� ~½ÓZO�\� ���� >�íß�s� çß�éß��#�|9� �º�̧ 4�¤ú̧�K�|9� �º�̧ e����.�¹M� 6 ��6£§ /BG���õ� x »¡¤Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i��̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r����#� Òqtl���H �r����̂_Æ ÂÒx�\�� ¿º ��t� ~½ÓZO�Ü¼�� ½̈�#���. y = 2x� x2Solution
1 2

x

1

y

'�×ß�� 1. ü�ÂÒ/BG����Ér x _Æ ½̈çß� [1; 2℄ \�"fx = 1 +p1� y; 0 � y � 1s��� s� /BG����̀� y »¡¤Ü¼�� �r�����Ç �r����̂_Æ ÂÒx���HV1 = � Z 10 (1 +p1� y)2 dys���. ?/ÂÒ/BG����Ér x _Æ ½̈çß� [0; 1℄ \�"fx = 1�p1� y; 0 � y � 1s��� s� /BG����̀� y »¡¤Ü¼�� �r�����Ç �r����̂_Æ ÂÒx���HV2 = � Z 10 (1�p1� y)2 dys���. ����"f ½̈���H ÂÒx���HV = V1 � V2 = � Z 10 4p1� y dy = 4� Z 10 pudu = 8�3s���.'�×ß�� 2. /BG����Ér x »¡¤õ� x = 0; 2 \�"f ëß���Ù¼�� ½̈���H ÂÒx���HV = 2� Z 20 x(2x � x2) dx = 2� Z 20 (2x2 � x3) dx= 2��23x3 � 14x4����20= 2�(163 � 4) = 8�3s���. �



278 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 xV� 5 â�
 �̄�¤n>�+ ��
l�ÿ? �̄�¢�>�+ Ûy�l��<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ�� ëß�[þt#Qt���H %ò
%i�_Æ V,�s���H f����y��+þA�̀� s�6 x�#� ½̈�%i���. �<Ê�º_Æ ÕªA�áÔ_Æ U�́s���H f������̀� s�6 x�#� ��H��&h�Ü¼�� ½̈��Ç��.½̈çß� [a; b℄ \�� n 1pxì�r�#�x0 = a; x1 = a+�x; xn�1 = a+ (n� 1)�x; xn = b���� ���. #�l�"f �x = b� an s���. x = xi \� �/6£x���H /BG��� 0A_Æ &h��̀� Pi = (xi; f(xi)) ���� ���.
a

ba

Pi-1

Pi

x i-1 x i

f(x i-1) f(x i)

P0; P1; : : : ; Pn �̀� �������#� %3�#Q��� /BG���_Æ U�́s���H y = f(x); a � x � b _Æ U�́s�_Æ ��H��°ú̄Ü¼�� ��6 x½+É �º e��Ü¼ 9 Õª �FG��Ç°ú̄�̀� /BG���_Æ U�́s��� &ñ
_Æ��Ç��.L = limn!1 nXi=1 jPi�1Pij#�l�"f i ���P: ½̈çß�_Æ ���ì�r Pi�1Pi _Æ U�́s���HjPi�1Pij =p(xi � xi�1)2 + (f(xi)� f(xi�1))2s���. f �� p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º����� î̈
ç�H°ú̄ &ñ
o�\� _Æ�#�f(xi)� f(xi�1) = f 0(x�i )(xi � xi�1) = f 0(x�i )�x�̀� ëß�7á¤���H °ú̄ x�i 2 [xi�1; xi℄ �� �>rF���Ç��. ����"fjPi�1Pij =q1 + [f 0(x�i )℄2�xs�Ù¼�� f 0 s� ���5Åqs������L = limn!1 nXi=1 jPi�1Pij = Z ba p1 + (f 0(x))2 dx�̀� %3���H��.



℄j 5 ℄X� /BG���_Æ U�́s�ü< /BG���_Æ V,�s� 279�̄�¤n>�+ ��
l�½̈çß� [a; b℄ \�"f f 0 s� ���5Åqs����� ���. Õª�Q��� /BG��� y = f(x); a � x � b _Æ U�́s���H ��6£§õ� °ú ��. L = Z ba p1 + (f 0(x))2 dxNote °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� /BG��� x = g(y);  � y � d _Æ U�́s���H ��6£§õ� °ú s� ½̈½+É �º e����.L = Z d p1 + (g0(y))2 dy�¹M� 1 �íÓüt��� y = x2; 0 � x � 1 _Æ U�́s�\�� ½̈�#���.Solution y0 = 2x s�Ù¼�� ½̈���H U�́s���HL = Z 10 p1 + 4x2 dxs���. 2x = tan t �� u�8̈�����2dx = se2 t dt; p1 + 4x2 =p1 + tan2 t = se ts�Ù¼�� L = 12 Z artan 20 se3 t dt= 14(tan t se t+ log(tan t+ se t))���artan 2t=0= 14(2p5 + log(2 +p5))� 1:48s���. �xjS��·7��+ Úu�Ûy�l��ìøÍt�2£§s� r s��� Z�}s��� h ��� "é¶l�Ñüæ_Æ \P�V,�s���H ���>h�̧\�"f ½̈½+É �º e����. 7£¤, \P�V,�s���H���� 2�r, Z�}s� h ��� f����y��+þA_Æ V,�s�s�Ù¼��A = 2�rhs���. "é¶Þ��_Æ \P�V,�s��̧ ���>h�̧\�"f ½̈½+É �º e����. ìøÍt�2£§s� r s��� �̧���_Æ U�́s��� l ��� "é¶Þ��_Æ ���>h�̧��H ìøÍt�2£§s� l s���  ñ_Æ U�́s��� 2�r ��� ÂÒG�g1Js���.



280 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x
l

r
l

r

2 Π r

����"f \P�V,�s���H A = �rls���. ÕªXO������ 7á§ �8 {9�ìøÍ&h���� �r����̂_Æ ��ÆV,�s���H #Qb�G>� ½̈½+ÉÆ�? Äº��� f�����_Æ {9�ÂÒ\�� x »¡¤ÅÒ0A�� �r�����Ç �r����̂_Æ ��ÆV,�s�\�� ½̈�#� ����."é¶&h��̀� t�����H f������̀� x »¡¤ ÅÒ0A�� �r������� "é¶Þ��s� ÷&t�ëß� "é¶&h��̀� t���t� ·ú§��H f�����_Æ�â
Äº��H xjS��·7��� �)a��. ìøÍt�2£§s� r1; r2(r1 < r2) ��� "é¶Þ���/_Æ \P�V,�s� A ��H ��6£§õ� °ú s� "é¶Þ��_Æ \P�V,�s�\�"f ½̈½+É �º e����.A = �r2(l +�l)� �r1l = �[(r2 � r1)l + r2�l℄ (7.5)
r2

l

∆l

2πr2

r1

l

2πr1∆l

"é¶Þ���/\� ÕªǑ2; ¿º f��y�����y��+þA�Ér ²ú©�Ér g1Js�Ù¼��lr1 = l +�lr2s���. ����"f r2l = r1(l +�l) ¢̧��H (r2 � r1)l = r1�ls��� s� d���̀� d�� (7.5) \� �/{9����� A = �(r1 + r2)�l (7.6)�̀� %3���H��.m¬��>W��+ Úu�Ûy�l��
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Äº%�!3� ���>h�̧\��Õªwn=�ºe�������{9��̂�̧+þA_Æ ��ÆV,�s�\�� ½̈���Hë�H℄j��H î̈
����̧+þA_Æ V,�s�\�� ½̈���H ë�H℄j�� �)a��. Õª�Q�� {9�ìøÍ&h���� {9��̂�̧+þA_Æ �â
Äº ���>h�̧\�� Õªo���H �̄	�Ér Ô����0px���. ÕªXO������ �r����̂_Æ ��ÆV,�s���H #Qb�G>� &ñ
_Æ��� #Qb�G>� ½̈½+ÉÆ�? /BG����̀� �r���r�&� %3�#Qt���H �r����̂_Æ ��ÆV,�s���H /BG���_Æ U�́s�\�� ½̈½+É M:ü< ��ðøÍ��t��� /BG����̀� f�����Ü¼�� ��H��r�&�"f Õª �r����̂_Æ ��ÆV,�s�_Æ �FG��Ç°ú̄Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��.p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x) \�� ½̈çß� [a; b℄ \�"f x »¡¤ ÅÒ0A�� �r�����Ç �r����̂_Æ ��ÆV,�s���H ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��. /BG���_Æ U�́s�\�� ½̈½+É M:ü< ��ðøÍ��t��� ½̈çß� [a; b℄ \�� n 1pxì�r�#�x0 = a; x1 = a+�x; xn�1 = a+ (n� 1)�x; xn = b������� x = xi\��/6£x���H/BG���0A_Æ&h��̀� Pi = (xi; f(xi))�������.#�l�"f P0; P1; : : : ; Pn�̀� �������#� %3�#Qt���H /BG����̀� �r����#� %3�#Qt���H /BG���_Æ V,�s�\�� Sn s����� ���� �r����̂_Æ��ÆV,�s���H limn!1Sn Ü¼�� &ñ
_Æ��Ç��. ���ì�r Pi�1Pi \�� x »¡¤ ÅÒ0A�� �r�����Ç �r����̂��H ìøÍt�2£§s� y��y�� f(xi�1); f(xi) s��� \P����_Æ U�́s���jPi�1Pij =q1 + [f 0(x�i )℄2�x; x�i 2 [xi�1; xi℄��� "é¶Þ���/s���.
a

ba

Pi-1

Pi

x i-1 x i

f(x i-1) f(x i)

����"f i ���P: ÂÒì�r/BG���_Æ V,�s���H d�� (7.6) Ü¼��ÂÒ'��(f(xi�1) + f(xi))jPi�1Pij = �(f(xi�1) + f(xi))q1 + [f 0(x�i )℄2�xe���̀� ·ú� �º e����. ����"f �r����̂_Æ ��ÆV,�s���H ��6£§õ� °ú s� ½̈½+É �º e����.S = limn!1Sn = limn!1 nXi=1 �(f(xi�1) + f(xi))q1 + [f 0(x�i )℄2�x= Z ba 2�f(x)p1 + [f 0(x)℄2 dxs� d���̀� U�́s��<Ê�º s(t) = Z ta p1 + [f 0(x)℄2 dx \�� s�6 x����, 7£¤,ds =p1 + (f 0(x))2dx



282 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x�̀� s�6 x���� ��6£§õ� °ú s� ����èq �º e����.S = Z ba 2�f(x) dsx ��́ ÌÁ�D�× m¬��>ø5� m¬��>W��+ Úu�Ûy�l�p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º y = f(x); a � x � b �̀� x »¡¤ ÅÒ0A�� �r����#� Òqt|�� �r����̂_Æ ��ÆV,�s���HS = Z ba 2�f(x)p1 + [f 0(x)℄2 dx = Z ba 2�y dss���.�¹M� 2 ìøÍt�2£§s� a ��� ½̈_Æ ��ÆV,�s�\�� ½̈�#���.Solution ìøÍt�2£§s� a ��� ½̈��H ìøÍ"é¶ y = pa2 � x2; �a � x � a �̀� x »¡¤ ÑütYU�� �r������� %3�#Q�����. (pa2 � x2)0 = 12(a2 � x2)� 12 (�2x) = �xpa2 � x2s�Ù¼�� ½̈_Æ ��ÆV,�s���H S = Z a�a 2�pa2 � x2r1 + x2a2 � x2 dx= Z a�a 2�a dx= 4�a2�� �)a��. �°ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� y »¡¤ ÅÒ0A�� �r�����Ç �r����̂_Æ ��ÆV,�s���H ��6£§õ� °ú s� ½̈½+É �º e����.y ��́ ÌÁ�D�× m¬��>ø5� m¬��>W��+ Úu�Ûy�l�p�ì�r��0px��Ç �<Ê�º x = g(y);  � x � d �̀� y »¡¤ ÅÒ0A�� �r����#� Òqt|�� �r����̂_Æ ��ÆV,�s���HS = Z d 2�g(y)p1 + [g0(y)℄2 dys���.



℄j 5 ℄X� /BG���_Æ U�́s�ü< /BG���_Æ V,�s� 283�¹M� 3 �íÓüt��� y = x2; 0 � x � 2 \�� y »¡¤ ÅÒ0A�� �r���Ùþ¡�̀� M: ��ÆV,�s�\�� ½̈�#���.Solution x = py; 0 � y � 4 s�Ù¼�� dxdy = 12pys���. ����"f ÅÒ#Q��� �íÓüt����̀� y »¡¤ ÅÒ0A�� �r�����Ç �r����̂_Æ ��ÆV,�s���HS = Z 40 2�xs1 + �dxdy�2 dy= 2� Z 40 pyr1 + 14y dy= � Z 40 p4y + 1 dy= �4 Z 171 pudu= �6 (17p17� 1)�� �)a��. ��¿ÌfC�+ 
ä»�Ï��a � x � b \� �/�#� 0 � g(x) � f(x) ���� ���. ¿º /BG��� y = f(x); y = g(x) ü< ¿º f�����x = a; x = b Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i��̀� R s����� ���. s� %ò
%i�_Æ 
ä»�Ï�, ¢̧��H �¿�Ï�(entroid)�̀�(x; y) �� ����?/�� ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ��Ç��.x = 1A Z ba x(f(x)� g(x)) dx (= 1A Z ba Z f(x)g(x) x dy dx)y = 1A Z ba 12(f2(x) � g2(x)) dx (= 1A Z ba Z f(x)g(x) y dy dx)#�l�"f A = Z ba [f(x)� g(x)℄ dx ��H %ò
%i� R _Æ V,�s�s���.�¹M� 4 ¿º /BG��� y = sinx; y = osx; 0 � x � �4 ü< y »¡¤Ü¼�� Ñüt�Q����� %ò
%i� R _Æ ×�æd���̀�½̈�#���.
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R

y=cos x

y=sin x

π/4Solution %ò
%i� R _Æ V,�s���HA = Z �40 (osx� sinx) dx = p2� 1s���. ����"f &ñ
_Æ\� _Æ�#�x = 1p2� 1 Z �40 x(osx� sinx) dx= 1p2� 1hx(sin x+ osx)��� �40 � Z �40 (sinx+ osx) dxi= 1p2� 1�p2�4 � 1�= (p2 + 1)�p2�4 � 1�y = 1p2� 1 Z �40 12(os2 x� sin2 x) dx= 1p2� 1 Z �40 12 os 2x dx= 14(p2 + 1)�̀� %3���H��. �ÉÙq�U 7�ø5� ���Ùâ«�+ ÇaÆh��/BG��� y = f(x); a � x � b (a > 0) �̀� y »¡¤ ÅÒ0A�� �r�����Ç �r����̂_Æ ÂÒx���HV = Z ba 2�xf(x) dxs���. ��r� ¿º /BG��� y = f(x); y = g(x) ü< x = a; x = b �� Ñüt�Q����� %ò
%i��̀� R s����� ���.#�l�"f g(x) � f(x) ���� ��&ñ
��Ç��. %ò
%i� R �̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r���r���� �r����̂_Æ ÂÒx� V ��HV = 2� Z ba x(f(x)� g(x)) dx= 2�x � A



℄j 5 ℄X� /BG���_Æ U�́s�ü< /BG���_Æ V,�s� 285�� �)a��. ��r� ú́�K�"f, �r����̂_Æ ÂÒx� V ��H %ò
%i�_Æ ×�æd��_Æ x ýa³ð x �� ìøÍt�2£§��� "é¶_Æ ÑütYU2�x \� %ò
%i� R _Æ V,�s� A \�� Y�L��Ç �̄	s���. ��ðøÍ��t��� f(x) � g(x) � 0 {9� M: %ò
%i� R �̀� x»¡¤ ÑütYU�� �r�����Ç �r����̂_Æ ÂÒx���H
V = � Z ba [f2(x) � g2(x)℄ dx= 2�y �A

s���. 7£¤, x »¡¤ ÑütYU�� �r�����Ç �r����̂_Æ ÂÒx� V ��H %ò
%i� R _Æ ×�æd��_Æ y ýa³ð y \�� ìøÍt�2£§Ü¼�� ���H "é¶_Æ U�́s� 2�y \� %ò
%i� R _Æ V,�s� A \�� Y�L��Ç �̄	s���. s� ���õ���H 3 [jl��â
 Õªo�Û¼_Æ�º�<Æ����ÉÒÛ¼_Æs�2£§�̀��������Ùâ«�+ÇaÆh�(Pappus's Theorem for Volume)����ÂÒǑÉr��.
���Ùâ«�+ ÇaÆh� I0 � g(x) � f(x) {9� M:, ¿º /BG��� y = f(x); y = g(x); a � x � b �� Ñüt�Q����� %ò
%i� R _Æ ×�æd���̀� (x; y) ���� ���. %ò
%i� R �̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r���r���� �r����̂_Æ ÂÒx���HV = 2�x �As���, x »¡¤ ÑütYU�� �r���r���� �r����̂_Æ ÂÒx���HV = 2�y � As���. #�l�"f A = (R _Æ V,�s�)s���.
�¹M� 5 ×�æd��s� (b; 0) s��� ìøÍt�2£§s� a; (a < b) ��� "é¶�̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r���r�&�"f %3�#Qt���H�r����̂_Æ ÂÒx�\�� ½̈�#���.4
4s�XO�>� �̧Äº�µ	 �̧�ª�Ü¼�� Òqt|�� �r����̂\�� xjS».ÉW�(torus)���� ÂÒǑÉr��.
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b

a

Solution "é¶_Æ ×�æd���Ér (x; y) = (b; 0) s���. "é¶_Æ V,�s���H �a2 s�Ù¼�� ��ÉÒÛ¼_Æ &ñ
o�\� _Æ���� V = 2�b � �a2 = 2�2a2bs���. ��̄�¤n>�+ 
ä»�Ï��/BG��� y = f(x); a � x � b \� �/�#� ��6£§ d���̀� ëß�7á¤���H &h� (x; y) �̀� /BG���_Æ 
ä»�Ï�(entroid)s����� ��Ç��.Z ba (x� x)p1 + [f 0(x)℄2 dx = 0; Z ba (f(x) � y)p1 + [f 0(x)℄2 dx = 0/BG���_Æ U�́s�\�� L = Z ba p1 + [f 0(x)℄2 dxs����� ���� /BG���_Æ ×�æd���Ér ��6£§õ� °ú s� ½̈½+É �º e����.x = 1L Z ba xp1 + [f 0(x)℄2 dxy = 1L Z ba f(x)p1 + [f 0(x)℄2 dx/BG���_Æ ×�æd���Ér {9�ìøÍ&h�Ü¼�� /BG��� 0A_Æ &h�s� ��m���.�¹M� 6 ìøÍ"é¶ y = p1� x2; y � 0 _Æ ×�æd���̀� ½̈�#���.Solution /BG���s� y »¡¤ �/g�As�Ù¼�� x = 0 s���. /BG���_Æ U�́s���H L = � s���f 0(x) = �xp1� x2



℄j 5 ℄X� /BG���_Æ U�́s�ü< /BG���_Æ V,�s� 287s�Ù¼�� y = 1L Z 1�1 f(x)p1 + [f 0(x)℄2 dx= 1� Z 1�1p1� x2r1 + x21� x2 dx= 1� Z 1�1 dx = 2�s���. ����"f ×�æd���Ér �0; 2�� s���. �

Úu�Ûy�l�U 7�ø5� ���Ùâ«�+ ÇaÆh��/BG��� y = f(x); a � x � b �̀� x »¡¤ ÑütYU�� �r�����Ç �r����̂_Æ ��ÆV,�s� S ��HS = 2� Z ba f(x)p1 + [f 0(x)℄2 dxs�Ù¼�� S = 2�y � Ls���. ��r� ú́�K�"f, �r����̂_Æ ��ÆV,�s� S ��H /BG���_Æ ×�æd��_Æ y ýa³ð y �̀� ìøÍt�2£§Ü¼�� ���H "é¶_ÆU�́s� 2�y \� /BG���_Æ U�́s� L �̀� Y�L��Ç �̄	s���. ��ðøÍ��t��� y = f(x) �� {9��/{9��<Ê�º{9� M:, s� /BG����̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r�����Ç �r����̂_Æ ��ÆV,�s� S ��HS = 2� Z ba xp1 + [f 0(x)℄2 dx�� H�d�̀� ��{9� �º e����.(���_þvë�H℄j) ����"fS = 2�x � Ls���. ��r� ú́�K�"f, �r����̂_Æ ��ÆV,�s� S ��H /BG���_Æ ×�æd��_Æ x ýa³ð x �̀� ìøÍt�2£§Ü¼�� ���H "é¶_ÆU�́s� 2�x \� /BG���_Æ U�́s� L �̀� Y�L��Ç �̄	s���. s� ���õ��̧ ��ÉÒÛ¼_Æ &ñ
o����� ÂÒǑÉr��.



288 ℄j 7 �©� &h�ì�r_Æ l�ZO�õ� 6£x6 x���Ùâ«�+ ÇaÆh� II/BG��� y = f(x); a � x � b �� ÅÒ#Q��� /BG���_Æ ×�æd���̀� (x; y), U�́s�\�� L s����� ���. s� /BG����̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r���r���� �r����̂_Æ ��ÆV,�s���HS = 2�x � Ls���, x »¡¤ ÑütYU�� �r���r���� �r����̂_Æ ��ÆV,�s���HS = 2�y � Ls���.�¹M� 7 ×�æd��s� (b; 0) s��� ìøÍt�2£§s� a (a < b) ��� "é¶�̀� y »¡¤ ÑütYU�� �r���r�&�"f %3�#Qt���H"é¶8̈��̂_Æ ��ÆV,�s�\�� ½̈�#���.Solution "é¶_Æ U�́s���H L = 2�a s�Ù¼�� ��ÉÒÛ¼_Æ &ñ
o�\� _Æ�#�S = 2�x � L = 2�b � (2�a) = 4�2abs���. �


