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1) 폐구간    에서 연속인 두 함수 , 에 대하여 다음을 증명하여라.
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2) 폐구간    에서 미분 가능한 함수 가   이고    에서 ′가 연속일 때 다음을 증명하여라.
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3) 폐구간    에서 도함수가 연속인 함수 가     , 




  을 만족한다. 이 때
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 임을 증명하여라.
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<논제 해설>
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 뭔가 익숙한 식입니다. 이미 아는 분도 계시겠지만, 코시 슈바르츠 

부등식의 적분형태입니다. 이 식은 가장 널리 쓰이는 증명법이 하나 있고, 이 외에도 몇 가지 추가적인 증명 방법들
이 존재합니다. 적분 형태로 나타내어진 코시 슈바르츠 부등식의 증명법을 미리 알고 있었다면 좋았겠지만 모르고 
있었다면 가장 일반적인 형태의 코시 슈바르츠 부등식에서 추론해낼 수 있는 방법을 사용하셔야 할 것입니다. 사실 
첫 번째로 설명드릴 방법은 스스로 발상하는 것이 어려울 것 같습니다. 일단, 두 가지 방법 모두 소개하겠습니다.

  임의의 실수 에 관하여 




 ≥ 이 성립한다. (∵항상 양수) 이를 에 관한 이차식으로 정

리하면 




 









 ≥ 이 된다. 최고차항의 계수에 대해 두 경우로 분리하자.

①  




   일 경우 :    에서   이 되므로 논제의 부등식은 항상 성립.

②  




   일 경우 : 




 









 ≥ 의 이차식이 임의의 실수 에 대하

여 성립하므로 

 





 


 









≤ 이 되어야 한다. 이항하면 위의 논제가 된다.

  코시 슈바르츠 부등식 : 
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에서, 
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이 된다.

을 ∞로 발산시킬 때, 정적분의 정의에 의해 자명하게 
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  이 유도된다.

2)   이고, 미분가능하다는 조건이 주어졌으므로  




′가 성립한다. 여기서, 1)번 논제에서 증명

한 적분형태의 코시 슈바르츠 부등식을 사용하여 다음과 같은 과정을 유도해낼 수 있다.
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여기서, 양 변을 적분하면 
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′  이므로 해당 논제가 성립한다.
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  (∵문제 조건 참고할 것)

1)번 논제의 부등식에 의해, 
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 ≥ 
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  를 유도할 수 있다.


