
우함수와� 기함수의� 적분� :� 기함수의� 평행이동
양민석� (Pabloff)� /� 수학� 칼럼

0.� 시작하기에� 앞서...

본� 칼럼은� 필자가� 수학� 문제를� 만들려고� 끄적이다가� 시간이� 남아돌아서� 쓴� 것이며

킬러� 출제가능성이� 어느� 정도� 보여서� 작성한� 글이지� 그렇게까지� 큰� 의미가� 있는� 내용은� 아니기에�

‘이런� 거� 알아서� 어디다써요?’� 같은� 질문은� 사절합니다.

1. 실수 전체의 집합에서 미분가능한 함수 가 모든 실수 에 대하여



이다. 




 일 때, 




의 값은? [3점]

①  ②  ③  ④  ⑤ 

읽기� 전에� 위� 문항을� 한번� 풀어보시고� 읽는� 걸� 권장합니다.

�

⋮



1. 기본적인� 우함수와� 기함수의� 적분

닫힌구간�  에서� 우함수의� 적분� (우함수� →�  인� 함수,� 축� 대칭)

일반적인� 우함수� 에� 대하여� 일� 때,�


이고

� � � � � � � � �
 









 





























 






닫힌구간�  에서� 기함수의� 적분� (기함수� →� 인� 함수,� 원점� 대칭)

일반적인� 기함수� 에� 대하여� 일� 때,�


이고

� � � � � � � � �
 









 





























 

위� 내용은� (가),� (나)형에� 상관없이� 정적분� 계산에� 있어서� 꼭� 숙지하고� 있어야하는� 부분이다.

(가)형에서는� ‘삼각함수의� 적분� 계산’� 부터� ‘합성함수로� 정의된� 우함수,� 기함수’� 까지

다양하게� 응용가능하고� (나)형도� ‘다항함수의� 적분� 계산’� 에서� 효율적으로� 시간을� 줄여줄� 수� 있다.



기본적인� 응용

(가)형의� 경우�




sin 이나,�
 







cos 






cos  sin  




와� 같이

sin가� 기함수,� cos가� 우함수인� 것을� 이용해� 계산을� 줄일� 수� 있다.�

(나)형의� 경우�





 



 




 와� 같이

모든� 자연수� 에� 대하여�  은� 기함수,� 는� 우함수인� 것을� 이용해� 계산을� 줄일� 수� 있다.�

2.� 평행이동을� 이용한� 기함수� 적분의� 활용

평행이동과� 치환적분

일반적인� 실수� 전체의� 집합에서� 미분가능한� 기함수를� 라� 하자.�

앞의� 내용에서�
 



 임을� 알� 수� 있다.�

이� 때,� 적분구간을�  에서�  정도로� 바꾸어준다고� 하면,� 치환적분에� 의해






 가� 되고,� 함수� 는� 점�  에� 대칭인� 함수이다.�

이� 글이� 말하고자� 하는� 바가� 여기에서부터� 시작되는데,�

함수� 를� 처음부터� 점�  에� 대칭인� 함수로� 정의할� 때,�






 라는� 사실을� 응용하면� 재미있는� 식을� 도출해� 낼� 수� 있다.�

(기함수)×(우함수)� =� (기함수)

소제목에서� 보듯� (기함수)×(우함수)� =� (기함수)이다.�

점�  에� 대칭인� 함수� 에� 대하여�




 만으로는� 어떻게� 문제를� 내기� 힘들지만,�

예를� 들어,� 직선�  에� 대하여� 대칭인� 함수� 에� 대하여�

함수� 가� 점�  에� 대칭이라는� 점을� 이용하면�




 에서�






 




� 와� 같은� 식을� 얻어낼� 수� 있다.








 




를� 응용해서� 낼� 수� 있는� 문제들은� 생각보다� 많은데,�

이것이� 의미하는� 바는�

함수� 가� 직선�  에� 대하여� 대칭일� 때,

� 와� � 둘� 중� 어느� 하나만� 적분� 가능하면� 나머지� 하나의� 적분� 값을� 알� 수� 있다는� 뜻이다.

좀� 더� 일반적으로� 적분구간을�  에서�   정도로� 바꾼다면,�


 

 

 
 



로� 를� 잘� 조절해�

전혀� 예상치� 못한� 구간의� 적분� 값을� 물을� 수도� 있다.� (이� 때는� 대칭이� 되는� 기준선이�  )

이� 때,� 풀이의� 방향까지� 적분가능한� 을� 통해� 고교과정� 내에서� 적분불가능한� 의� 적분값을�

구하는� 형식이라면� 아마� 앵간히� 치환적분을� 잘� 활용한게� 아닌� 이상� 맞추기� 어려울� 것이다.�

(� +� 의� 형태를� 보고� 대부분� 부분적분을� 시도할� 것이기에� 더더욱� 어려울� 것이다.)

게다가� (가)형에는� sin라는� 직선�  


에� 대칭인� 아주� 좋은� 기본적인� 함수� 소재가� 있다.�

(cos도� 직선� 에� 대칭이다.)

일반적인� 미분가능한� 함수� 에� 대하여� sin� 혹은� cos와� 같은� 합성함수를� 만들어� 놓은� 후�

함수가� 직선에� 대칭임을� 이용해서� 문제를� 낼� 수도� 있다.�

1. 실수 전체의 집합에서 미분가능한 함수 가 모든 실수 에 대하여



이다. 




 일 때, 




의 값은? [3점]

①  ②  ③  ④  ⑤ 

맨� 처음의� 이� 문제는� 치환적분을� 이용해서� 풀어도� 되고,� 칼럼� 내용을� 이용한다면






 




 ,�




 � 정도로� 해결할� 수� 있다.�



3.� 글을� 마치며...

수학� 문제를� 만들던� 도중� “평가원에서� 많이� 다루지� 않았던� 소재� 중에서� 어떤� 식으로� 킬러나� 준킬러를�

낼� 수� 있을까?”� 고민하다가� 떠오른� 생각� 중� 하나를� 토대로� 칼럼을� 작성하게� 되었습니다.

사실� 글에서� 다룬� 내용은� 위� 내용으로� 응용할� 수� 있는� 것� 중� 일부분에� 불과하고�

생각보다� 다양한� 짓들을� 할� 수� 있으니� 혹시라도� 너무� 심심한� 분들은� 시도해보시기� 바랍니다.

응용을� 하면� 할수록� 킬러스러운� 것들이� 많이� 나와서� 조심스럽게� 평가원의� 30번� 소재....로도� 예측정도는�

해보지만,� 어디까지나� 아님� 말고� 식의� 예측이므로� 맞을� 가능성은� 얼마� 되지� 않습니다.�

칼럼� 내용에� 적혀있는� 것� 정도만� 숙지하신다면� 적어도� 같은� 소재의� 문제가� 나왔을� 때

당황할� 일은� 없을� 것� 같으니� 칼럼� 내에서� 필요한� 부분� 잘� 뽑아서� 학습하시기� 바랍니다.�

위� 칼럼의� 저작권은� 모두� 필자(양민석)에게� 있으며� 따로� 칼럼을� 이용하거나� 발췌하여� 사용하고� 싶으신� 분들은�

yang5366@naver.com으로� 연락주시기� 바랍니다.



2021학년도� 대학수학능력시험� 수학� (가)형� 20번� 풀이

먼저,� 풀이의� 앞부분은� 조금� 생략하고�

다른� 풀이들과� 같이�
 



 에서� 알� 수� 있듯,� 함수� 의� 개형은

와� 같다.�

이� 때,� 구간�






 




에서� 함수� 가� 이므로�



이에� 따라� 우리는�
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임을� 알� 수� 있다.�

위� 칼럼에서� 함수� 가�  에� 대하여� 대칭일� 때,
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라는� 식이� 성립했으므로� 이를� 적용해보면

함수� 가� 


에� 대칭이므로� 위� 식에�  


,�  


를� 대입하면

�






 
 ×

 





임을� 알� 수� 있고

별다른� 적분� 없이� 





×에서�  임을� 알� 수� 있다.�


