
1. 음함수 미분? 편미분!

＊문제 미리보기
이번 부분은 자작문제가 필요 없다고 생각합니다.
기출문제만 수록하도록 하겠습니다.

Ø2019 수능 가형 7번 문제

Ø2019 9월 가형 7번 문제

Ø2019 6월 가형 9번 문제



제 책 내용 대부분이 그렇지만, 이번 단원의 내용을 꼭 알아야 수능 문제들을 풀 수 있는 것은 
아닙니다.

하지만 이 방법을 쓰게 되면 간단하고 빠르게 계산이 가능하기 때문에 계산 실수 등이 적어지
는 게 아주 큰 장점이라서 소개를 하려고 합니다.

이번 단원에서 소개할 것은 음함수 미분 문제를 대학에서 쓰는 편미분이라는 방법을 통해서 계
산을 단축하는 기술입니다.

편미분에 대해서 먼저 이야기해 보겠습니다. 어떤 문자 x에 대해서 편미분을 한다는 것은 x를 
제외한 다른 모든 변수들을 상수 취급한 채로 x에 대해서만 미분을 한다는 겁니다. 기호로는 




로 표현할 수 있습니다.

백문이 불여일견이므로 예시를 들어 드리겠습니다.

 이면 

 입니다. x에 대해서만 미분한 형태임을 알 수 있습니다.

하나 더

 이면 

 입니다. 

y에 대해서도 편미분할 수 있습니다.

 이면 

 입니다.

편미분의 개념을 알게 되었으니, 편미분을 통해 음함수 미분을 표현해 보겠습니다.
공식 보여드립니다.

Ø  이라는 식에 대해서 














이다.

형태상으로 복잡해 보이지만 실제로는 간단합니다.

문제 미리보기에 나온 문제들을 풀어보도록 하겠습니다.



이 문제에서   의 형태로 바꾸면    입니다.

즉     이므로 















 

 




  
입니다.

0,1을 대입하면 답은 4번임을 알 수 있습니다.

저는 이 문제 현장에서 응시할 때 모양 보고 순간 ‘아 극혐 자연로그 씌워야지’라는 생각이 바
로 나서 자연로그 씌워서 정리했습니다.

그러면    ln ln  ln  가 되므로





















ln 



이므로 여기에 바로 e,0을 대입해주면 기울기가 


임

을 알 수 있습니다. 후속 계산은 생략하고 답은 5입니다.

    이므로 















  







이며 따라서 





 이고    이므로 y=1, x=ln  이므로 답은 1번입니다.

직접 해보시면 빠르다는 게 체감될 겁니다.



물론 체화를 위해서는 노력이 약간 필요하지만 제가 소개할 기술들 중에서는 그나마 체화가 쉬
운 기술입니다.

자 아래 문제 2개로 연습해봅시다!

Ø2018 수능 가형 24번 문제

Ø2018 9월 가형 24번 문제

다음 챕터로 넘어가겠습니다.



2. 미분방정식

＊문제 미리보기

Ø2018 4월 가형 21번 문제

Ø2016 수능 B형 30번 문제



이번 단원에서는 미분방정식으로 풀 수 있는 문제들을 다뤄 보겠습니다.
2019 수능 21번도 간단한 형태의 미분방정식 문제인데 난이도가 비킬러급으로 매우 쉽게 출제

되었습니다.
이 문제입니다.

(가)에서 주어진 것이 미분방정식입니다. 양변 적분하고 싶게 생겼습니다.
저런 미분방정식은 너무 풀기가 쉽습니다. 출제 의도가 명백히 드러나기 때문입니다.

미분방정식은 간단히 말하자면    ′ ″등으로 이루어진 방정식입니다. 사전 
상의 정의로는 좀 더 복잡하지만 수능 및 기출문제에서 나오는 문제들은 이 정도로만 정의를 이
해해도 문제없습니다.

여기 간단한 미분방정식들 보여드립니다.

⓵ ′             ⓶ ′              ⓷ ′   

3개 다 비슷한 형태를 띠고 있습니다.
한 번 풀어보겠습니다.
⓵ 쉽습니다. 양변 적분하면     (단, C는 적분상수)입니다.
⓶ 비슷한 다른 예시를 들어 보겠습니다.  ′    라는 식이 있다고 칩시다. 미분해도 

같은 꼴이 나오므로    일거라는 예상이 가능합니다. 실제로도  ′   를 만족

하는 모든  는    꼴입니다.

 ′   의  을 구해보겠습니다. 식을 변형하면 

 ′
 으로 나타낼 수가 있

습니다. 그런데 여기서 
 ′

 ln′이므로 ln′ 입니다.

따라서 ⓵에 의해서 ln     입니다. 즉    
 입니다.

⓷ 이것도 비슷하게 변형하면 풀립니다. 
 
 ′

 로 변형하면  


′임을 

알 수 있고 따라서   
 입니다.

이런 게 바로 미분방정식입니다.



사실 고교 과정에서 미분방정식을 정식적으로 배우는 것이 아니기에 직접적으로 미분방정식과 
관련된 문제를 내려면 저 위의 문제처럼 대놓고 묻는 바를 드러내거나 미분방정식 풀이가 아닌 
다른 풀이가 존재하는 경우가 대부분입니다.

하지만 미분방정식 풀이가 재미도 있고, 재미도 있고. 재미도 있고…….
재미만 있는 것 같습니다. 숙련되지 않는다면 정석적으로 하시는 게 나을 수도 있습니다.

를 구해 봅시다.

양변을 변형하면  ′   입니다.

양변에 3을 곱하면  ′   입니다. 이제 좌변 우변을 적분해 

버리면    의 형태가 됩니다. 물론 C는 적분상수입니다.

  니까   입니다. 따라서  


임을 알 수 있습니다.

보기의 선지를 확인하자 에 대해 다루고 있으므로    라는 식에서 x를 
로 치환하여 정리합시다. 

    가 되고, 적당히 변형하면 ㄴ선지에 나온 식이 됩니다.
따라서 ㄴ은 옳은 선지임을 알 수 있습니다!

나머지 선지는 어렵지 않으므로 스스로 해결해 주시기 바랍니다. 귀찮아서 그렇습니다.
ㄱ은 식에 대입하면 나올 것이고 ㄷ은 사이값 정리 쓰면 됩니다.



이 문제도 풀어보겠습니다.

(나) 조건을 정리합시다. 양변 미분하면  ′   이므로    이거나 

 

 ′
 임을 알 수 있습니다.

이 상태에서 잘 만져주면 
 

  ′
 입니다. 이렇게 한 이유는   ′


 

  ′
이기 때문입니다.

이렇게 양변 적분 가능하게 만든 후 적분하면    가 됩니다.
또한    임을  (나) 조건에서 확인할 수 있습니다. 따라서   입니다.

즉    


 이거나    임이 나왔습니다.  ′   이

므로  ′는 언제나 양수거나 0입니다.

따라서 ≤ 일 때    


 이고   일 때    입니다.   일 

때    


 일 수 없는 이유는  ′가 0 이상이기 때문입니다.

전체 그래프가 구해졌으니 적분해서 푸시면 됩니다.

미분방정식이 교육과정에 있진 않지만, 그 개념이 들어간 문제들은 정말 많습니다!
교육과정에 나온 방식대로 풀어도 문제없지만, 미분방정식 풀이도 알아두면 유용할 수 있습니

다.

다음 쪽에 있는 문제들로 연습해 봅시다!
(참고로 연습용 문제라서 제 자작문제는 조금 괴상망측한 면이 있습니다)



정의역이   인 미분 가능한 함수    위의 점 P  에서 접하는 접선이 있다. 

그 접선의 y절편이 cosln 으로 표현된다.    는  을 지난다. 이때  를 구
하시오.
Ø테플로탁슬 자작문제

모든 실수에서 정의된 미분 가능한 함수    는 다음 조건을 만족한다.

(가)  ′    


(나)  

이때  를 구하시오.
Ø테플로탁슬 자작문제(교육청 기출 변형)

다음 챕터로 넘어갑니다.



3. 함수방정식

*문제 미리보기

Ø2011년 3월 수학 가형 26번

사실 저는 함수방정식이 수능에 나올 수 있을까 상상해 본 적 있고 관련 칼럼을 써서 오르비에 
올린 적이 있습니다.

그런데 상상이 현실이 되었습니다... 상상 모의고사 풀러갑ㄴ...

제가 예전에 정리해 둔 대표적인 함수방정식들입니다. 읽어보시고 왜 그럴까 이해해보려고 하
면 좋겠습니다.



이제 첫 번째 문제를 풀어보겠습니다.

(가)에 양변에 4를 더하고 정리하면  임을 알 수 있습니다. 
 로 치환하면  입니다. 위에 함수방정식들 정리 해놓은 것을 참고
하면 는 지수함수임을 알 수 있습니다. 이때    이므로 ln 에서 
 임을 알 수 있고 따라서   입니다. 왜 (나)에 조건이 두 개나 있을까요? 저는 모
르겠습니다. 나머지는 단순계산이므로 생략합니다.

아래에 있는 문제가 제가 직접 현장응시하며 풀은 문제입니다.
대입만 잘 해서 정리하면 되는 쉬운 문제입니다.

Ø2019학년도 수능 수학 가형 16번

다음 챕터로 넘어갑니다.



6. 삼각함수 극한 박살내기 기본편

*문제 미리보기

Ø2018년도 3월 19번 문제

Ø2019년도 6월 16번 문제



제가 수학 모의고사를 풀 때 13번까지 푼 후 삼각함수 극한 문제를 찾아서 먼저 풉니다. 저한
테는 거의 모든 삼각함수 극한 문제가 정말 쉽게 느껴지기 때문입니다.

제가 이번 챕터에서 쓸 내용은 ‘삼각함수 극한 직관으로 숏컷하기’입니다. 남휘종 선생님이 이
거로 유명하죠. 알아두면 너무나도 유용한 스킬입니다.

일단 기본적인 근사부터 알아보겠습니다. 








 ′








가 0에 가까워질 때 기준으로
 이런 점선으로 표현된 선들은 모두 길이가  로 수렴하게 됩니다.

 이런 모양으로 표현된 선들은 모두 길이가 
 로 수렴하게 됩니다.

물론 이것들은 근사이기 때문에 아주 정확하지는 않지만 최근 기출 문제들 수준으로는 이것들
로 충분합니다.

애초에 삼각함수 극한 문제를 직관적으로 빨리 푸는 법을 알려드리고 있기 때문에 여기서는 엄
밀하지 않더라도 대충 넘어가는 마인드(??)를 가지고 하는 것이 좋겠습니다.

직관, 야매가 원래 그렇고 그런 것입니다.

다시 한눈에 보기 좋게 정리하자면 가 0에 가까워질 때
⓵ ≒ ′≒ ′≒ ′  

⓶  ′≒≒

 

이라는 것을 알 수 있습니다.
이 사실만 숙지하셔도 절반 넘게 깨우친 겁니다.

위 내용이 성립하는 이유에 대해 살짝 힌트를 드리자면 lim
→


sin
  lim

→



cos

 

 이기 때

문입니다. 위 내용들을 스스로 증명하시면 재밌을 겁니다. 아님 말고요. 

sin≒라는 아이디어를 사용하시면 증명할 수 있습니다.



자 이제부터 유연한 생각을 가지고 문제를 풀어보도록 하겠습니다.

이 문제는 근사만 잘하시면 암산으로 40초 컷이 가능합니다.

다시 한 번 말하지만 유연한 생각을 가집시다.
가 0에 가까워지므로 ∠는 90도에 가까워지며, ∠는 60도에 가까워집니다. 제가 위

에서 다룬 lim
→


sin
  lim

→



cos

 

 에 유념하시면 sin≒ 임을 알 수 있습니다. 따

라서 삼각비를 활용하면 ≒ 입니다. 또 ∠가 30도에 가까워지는 것을 주목하면 역시 

삼각비에 의해 ≒


임을 알 수 있습니다. 따라서 ≒


, ≒ 이므로 삼각형의 

넓이는 

∙


∙  


임을 알 수 있고, 답은 lim

→











 임을 알 수 있습니다.

1문제 더 풀어보겠습니다.



위 문제에서 보셨듯이 처음부터 삼각함수를 로 표현하면서 푸는 것이 포인트입니다. 그러면 
보시다시피 계산이 줄어들고 깔끔해집니다.

그림처럼 점 R을 표시해 줍시다. 그러면 ∠가 90도라는 것을 
주목할 수 있을 텐데 제가 위에서 소개한 기본적인 근사 방법에 따르

면 ≒


∠임을 알 수 있습니다. ( ′≒≒

  공

식)

그런데  sin≒임을 알 수 있습니다.

따라서 ≒


∠이므로 ∠≒ 입니다.

이제 선분 OH를 밑변으로 생각하고 넓이를 계산하시면 답이 ⓵임을 알 수 있습니다.

이번에는 기본적인 것만 다뤘고 다음 챕터들에서 본격적인 직관 및 방법론을 좀 해보겠습니다.

        



Ø2017학년도 수능 14번 문제
+ 이 단원 숙지했으면 이 문제는 10초 만에 푸셔야 합니다!

Ø2018학년도 수능 17번 문제
     

다음 챕터로 넘어가겠습니다.



7. 삼각함수 극한 박살내기 심화편

*문제 미리보기

Ø2016년 3월 21번 문제

Ø2016년 4월 29번 문제











A

A

B

C

B

C




A

B

C





A

B

C

이번에는 삼각함수 극한에서 자주 등장하는 내접원을 다뤄 보도록 하겠습니다.
다음 그림들 보고 그냥 외우셔도 되고, 이해를 통해 왜 그렇게 되는지 증명해보셔도 됩니다.
사실 직관적으로 와 닿는 사람은 바로 이해가 되실 겁니다.

왼쪽은 직각삼각형이고, 오른쪽은 이등변삼각형입니다. 가 0에 가까워지면 이 모든 도형들에서 

≒

≒

가 성립합니다.

이 공식이 매우 유용합니다. 직접 문제들을 풀어보도록 하겠습니다.

이거는 반지름의 길이가 선분 HA의 절반이 됨을 알 수 있고 선분 HA는 챕터 5에서 살펴봤듯



이 

입니다. 따라서 반지름의 길이는 


이고 따라서 답은 4번입니다.

여담으로 이래서 21번, 29번, 30번으로 삼각함수 극한 문제를 내면 안 됩니다. 저처럼 이런 문
제에 능한 사람들은 3점짜리 문제와 비슷한 시간 내에 문제가 풀리기 때문입니다.

이 문제도 쉽습니다. 일단 부터 구할 건데, 이 반원의 중심을 O라고 하면 저 삼각형에 내
접한 원의 반지름의 길이는 선분 OQ의 절반입니다. 선분 OQ의 길이는  tan≒ 이므로 내접

원의 반지름은 

입니다. 왜냐, 가 0에 가까워지면 tan≒ 입니다.

따라서 ≒


입니다.

 도 구해 줍시다. 보조선을 쓰면 풀립니다.

O

   다음 그림처럼 해줍시다.

그럼 각 MOB는 임을 알 수 있습니다. 따라서 저 조그만 원의 반지름은 

∙


  


입니

다. 즉  ≒

입니다. 이제 답을 구하면 4임을 알 수 있습니다.

참 쉽죠?

아래쪽에 연습문제들 놔둘 테니 연습하시면 됩니다.
사실 이런 스킬은 연습으로 체화만 하면 매우 사기이기 때문에 열심히 체화하시기 바랍니다.



Ø2014년 7월 21번 문제

Ø2013년 3월 20번 문제

다음 챕터로 넘어갑니다.



8. 삼각함수 극한 박살내기 고급편

*문제 미리보기

Ø2007학년도 9월 미분과 적분 29번 문제

Ø2015년 7월 29번 문제



Ø2016학년도 6월 29번 문제

Ø2013학년도 6월 29번 문제



이제는 진짜 직관이 많이 들어갑니다. 다른 말로 엄밀하지 않습니다. 사실 애초에 근사 자체가 
엄밀함을 위해서 하는 것은 아니긴 하지만…….

문제 미리보기 첫 번째 문제를 풀어볼 텐데, 가 0에 가깝게 그려보겠습니다.

세로로 하면 너무 길어서 옆으로 눕혔습니다. 바늘 아닙니다. 멸치도 아닙니다.

너무 작아서 뭐 할 수가 없으므로 원 그려진 부분만 크게 그려보겠습니다.

A

B

 이제 좀 나은 것 같습니다. 그런데 원호 AB와 선분 AB가 구분이 안 되는 것 같은데 기분 탓
일 겁니다.

게다가 원에 접하는 위아래 선이 평행해 보입니다. AB 길이가 원 지름과 길이가 같을 것 같습
니다.

그럼 원 둘레 길이는 AB길이의 배이어야 할 것 같습니다.
답은 3번.

방금 문제를 풀이하면서 일부분을 극히 확대하는 방법을 통해 문제를 단순화해서 풀어 보았습
니다.

이런 식으로 단순화해서 풀면 다수의 문제가 상당히 간단한 형태로 바뀝니다.
일반적으로 이렇게 바뀝니다.
⓵ 원호 Ø 직선                          ⓶ 를 사이에 낀 두 직선 Ø 평행선
위 문제 풀이에서 두 가지 경우 모두 체험해 보셨을 겁니다.



이 문제는 보자마자 ‘부채꼴에서 삼각형 빼야 하는 건가 같은데?’라는 생각이 들 것 같습니
다.(꽃입니다. 꽃)

하지만 그렇게 안 풀면 됩니다. 보조선을 그어줍니다.

O

M

일단 각 POQ가 2임을 알 수 있습니다.
그런데 잘 생각해봅시다. 저 색칠된 면적이 삼각형 PQB와 활꼴 PB의 면적의 합인데, 가 0에 

가까워지면 활꼴 PB의 넓이는 삼각형 PQB의 넓이에 비해 너무 많이 작아집니다. 그림을 그리면 
확연해지는데, 아까 쓴 확대해서 단순화하기를 해보시면 가 0에 가까워질 때 원호 PB와 선분 
PB가 구분 못할 정도로 붙어버립니다. 즉 그 사이의 면적은 무시할 정도로 작아진다는 것이고, 
따라서  는 삼각형 PQB의 넓이와 같다고 볼 수 있음을 유추할 수 있습니다.

삼각형 PQB의 넓이를 구합시다. 선분 OM의 길이와 OQ의 길이는 가 0에 가까워짐에 따라 같
아집니다. 따라서 선분 QB의 길이는 선분 MP의 길이와 가까워집니다. 또한 선분 QB를 밑변으로 
두면 삼각형 PQB의 높이는  sin≒임을 알 수 있습니다. 따라서 이걸 정리해서 삼각형 

PQB의 넓이를 구하면 

∙∙  임을 알 수 있고 답은 18임을 알 수 있습니다.

삼각함수 극한 직관 뚫기 방법이 역경을 겪을 때가 있는데, 극한으로 보내는 식의 분자 부분에 
–가 끼어 있을 경우입니다. 이런 경우는 일반적으로 근사해버리면 문제가 안 풀립니다.



이 문제도 분자에 –가 있어서 일반적인 근사로 를 구한 후 계산하면 ???라는 기분이 들며 
문제가 안 풀릴 겁니다.(직접 해보세요) 그럼 어떻게 해야 하는가. 이건 기하학적인 센스를 발휘
해 주셔야 합니다.

일단 확대해서 단순화하기 기술을 써 봅시다. 점 B 부분을 그런 방식으로 단순화하겠습니다. 
원호는 직선으로 바뀐다고 제가 위에서 언급했습니다. 거기에다 보조선도 추가로 그리겠습니다.

A

C

B

O
H
P

작은 원의 중심을 O라고 했을 때 AO의 연장선이 원호(이었지만 단순화로 인해 직선이 되어버
린) BC와 만나는 점을 P라고 하고, 작은 원이 원호 BC와 만나는 점을 H라고 해줍시다. 그러면 
선분 OH는 원호 BC와 수직이므로 위와 같은 그림이 그려집니다.

선분 PB의 길이가 tan 
 이고 HB의 길이가 임에 주목하면 PH의 길이는 tan 


와 같

습니다. 즉 PH의 길이를 구하면 됩니다.

삼각형 OHP의 형태에 주목하면 각 POH가 이므로  tan입니다.  ≒

 이므로  tan

≒

 입니다. 따라서 답은 50임을 알 수 있습니다.

이게 좀 상당합니다. 여러 가지 기술들을 구겨 넣어야 풀리는 문제입니다. 게다가 당황스러운 

점은 가 0이 아니라 
 로 간다는 것입니다. 저희는 0으로 가는 것만 했으니까 이번에는 를 이

용해서 바로 근사하시면 안 됩니다. 보조선을 그어줍니다.



 

R

그림처럼 을 표현해 주면  


입니다. 따라서 lim

→












 lim

→







로 바꿀 수 있

으므로 저 원의 반지름을 로 표현해 주면 됩니다. 여기서 확대해서 단순화하기 기술을 다시 사
용해주시면 원호 PQ를 직선 PQ로 바뀌고, 두 쌍의 평행선 BP, BR과 AQ, AR이 생깁니다.

A A B B

R



P Q

S T

그림처럼 AR과 PB의 교점을 S, AQ와 RB의 교점을 T라고 하면 SR, RT의 길이는 둘 다 
 tan≒이어야 합니다.(∵ AR, RB의 길이가  ) 따라서 ∆∆가 직각 이등변 
삼각형인 것에 주목하면 PQ의 길이는 임을 알 수 있습니다. 따라서 저 내접원은 빗변의 길이
가 인 직각 이등변 삼각형에 내접합니다. 따라서 내접원의 반지름은 내접원 반지름 구하는 공
식으로 풀어재끼면 입니다. 따라서 답은 8임을 알 수 있습니다.

지금까지 직관을 이용한 삼각함수 극한 문제의 빠른 풀이 방법을 알아봤습니다.
상상치도 못한 풀이 ㄴ(OㅇO)ㄱ 들이 나와서 당황을 조금 하셨을 것 같은데 연습하면 익숙해집

니다.
저 위의 풀이를 실제 시험 볼 때 떠올릴 수 있느냐?
는 숙련도에 관련된 문제이고 숙련되면 실제로 시험 보는 와중에도 저렇게 창의적으로 푸는 방

법이 떠오릅니다.
그러니 익숙하도록 연습을 하시기 바랍니다.



Ø2018년 4월 20번 문제

Ø2011년 3월 27번 문제



Ø고2 2013년 11월 28번 문제

다음 그림처럼 부채꼴 AOB가 있고, 호 AB 위에 점 P가 있어 각 POA가 이다. 선분 OP와 AB
의 교점을 Q라고 하고, P, Q로부터 OA에 내린 수선의 발을 각각 P’, Q’이라고 하자. 선분 PP’과 
AB의 교점을 R이라고 하고 사각형 RP’Q’Q의 넓이를 S()라고 하자.

 

O A

B

R

Q

P

P′Q′
OA의 길이가 6이고, lim

→



 
  일 때, 삼각형 AOB의 넓이는 얼마인가?

Ø테플로탁슬 자작문제
+미리 경고하는데 정석대로 풀면 헬게이트 오픈. 확대하여 단순화하기를 적극적으로 사용 바람

다음 챕터부터는 자질구레한 것들 위주로 할 예정입니다.



9. 이차함수=포물선

이번 챕터는 쉬어가는 단원입니다. 사실 실용성이 좀 적은 부분이라서 그렇습니다.

그래서 문제를 바로 보여드리도록 하겠습니다.

예전에 오르비 닉 찌르꼬님(현 Korea Economics)이 제가 수학칼럼에 쓰는 걸 허락해 주신 문
제입니다. 정석으로 풀어도 그리 어렵지 않은 문제지만, 기하적 방법을 써서 푸는 과정을 일부 
보여드리겠습니다.

(가)를 보면 x가 0보다 작을 때  입니다. 그런데 x=0에서 미분 가능하므로 f(x)가 x=0에
서 접선이 다음 그림처럼 그려집니다.

따라서 이 빨간색 접선의 기울기는 1이어야 합니다. 이 접점을 지나면서 기울기가 0.5인 직선
을 하나 더 그려보겠습니다.



이번에 추가된 선 위에 이차함수의 꼭짓점이 오게 됩니다. 문제 조건에서 극값이 2라고 하셨으
니까 추가된 선이 y=2와 만나는 점 (2,2)가 이차함수의 꼭짓점입니다.

갑자기 ‘저 선 위에 이차함수의 꼭짓점이 오게 됩니다.’ 이것만 써놔서 조금 당황스러운 부분일 
텐데 왜 이렇게 되는지 증명해 보도록 하겠습니다.

이차함수는 포물선이기 때문에 기하와 벡터에서 배우는 포물선의 성질에 의해 이 그림에서 C와 
B는 x축에 대칭입니다.

이 그림에서 포물선과 좌표축을 지우겠습니다.



이것만 가지고 포물선의 꼭짓점 위치를 생각해 보겠습니다.
포물선이 어떻게 생겼는지 몰라도 이 포물선은 A라는 점을 지나며 A라는 접점에서의 접선은 

직선 AB입니다. 그리고 B와 C의 중점에 꼭짓점이 있을 것입니다.
그런데 지금 포물선이 지워져서 꼭짓점의 위치를 모르는 관계로 B의 정확한 위치를 모릅니다. 

B는 접선 위 어디에나 있을 수 있고 점 C 또한 저 A를 지나고 수평인 직선에 점 B에서 내린 수
선의 발이기 때문에 위치가 자유롭게 있습니다.

그럼 B가 접선 위를 마구 돌아다닐 때 선분 BC의 중점이 꼭짓점의 자취임을 알 수 있습니다.

지금 그려진 새로운 선이 이차 함수의 꼭짓점의 자취입니다.

자 이런 식으로 2차함수의 한 접점과 그 점에서 접선을 알면 꼭짓점이 있어야만 하는 위치를 
자취(직선)의 형태로 알 수 있습니다.



좌표평면 위의 두 포물선 C C가 다음 조건을 만족한다.
(가) 두 포물선의 축은 점 P에서 수직으로 만나며, 점 P는 C C의 꼭짓점이다.

(나) C은 (-3, 0)에서 기울기가  
 인 직선과 접하고, C은 (3, 2)에서 기울기가 

 인 직선과 

접한다.

이때  을 구하여라.
Ø테플로탁슬 자작문제

한 점을 제외한 모든 구간에서 미분 가능한 함수   와 x>1인 범위에서 정의된 함수 
  가 다음 조건을 만족한다.

상수 m이 양의 실수이고, t가 1보다 큰 실수인 범위에서 자유롭게 변할 때,












   
 ≤
 ≤ 




≥

를 만족하는 양의 실수 a, b, c가 언제나 존재한다.

 의 실근이 2개인 k의 범위가   일 때 




 


ln 

 이다. (단, 

, 는 서로소인 자연수이고 는 1보다 크고 2보다 작은 실수이다.)
이때 을 구하시오.
Ø테플로탁슬 자작문제

다음 챕터로 넘어갑니다.



10. 메넬라오스의 정리

*문제 미리보기

Ø2019학년도 수능 19번 문제

다음 그림에서           일 때 


는 얼마인가?

A

B C

N

M

P

Q

Ø테플로탁슬 자작문제



제가 이 책을 쓰게 된 계기가 된 챕터입니다. 2019 수능을 현장 응시 하면서 19번 문제를 이 
방법으로 풀어내고 잠시 감탄에 젖으면서 ‘아, 이런 방법들을 다른 사람에게도 소개해 주고 싶다’
라는 마음가짐으로 책 쓰는 것을 시작했기 때문입니다.

일단 메넬라오스의 정리를 실용성 있게 변형한 공식을 소개해 드리겠습니다.

a
b

p

q

x

y

A

B

C

P

Ø 다음 그림에서

     

 이다.

다른 의미로 말하자면 점 B를 축으로 선 BC를 회전시켜서 삼각형 안쪽으로 끌어당겨 선 BP를 

만들면 







 입니다.

이 공식을 이용하면 특정 평면 기하 문제가 아주 잘 풀립니다. 삼각형을 관통하는 선분의 길이 
비라든가...(평면 벡터 문제로 가끔 나옵니다) 분할된 삼각형의 넓이 비라든가...

직접 문제들을 풀어보도록 하겠습니다.

제가 현장에서 풀은 문제입니다. 삼각형 CDB만 가져와서 보조선을 그려주겠습니다.



B

C D

H

Q

M

E

F

그림에서 점 C를 축으로 생각하면 








 

 임을 공식에 의해 계산할 수 있습니다. 

따라서  

이며 피타고라스 정리를 쓰면 답은 3번입니다.

문제 미리보기에 있는 2번째 문제를 풀어보겠습니다.
이런 문제는 보조선을 잘 긋는 것이 중요합니다. 저는 좀 특이한 보조선을 그리겠습니다. 

A

B C

N

M

P

Q

O

물론 다른 방법으로 보조선을 그을 수도 있습니다.(B를 지나고 NM에 평행한 직선을 긋는다든
가) 제가 쓴 방법은 점 A를 축으로 하여 선분 AC가 삼각형 안쪽으로 회전되어 선분 AP, AB가 
만들어진 형태를 이루기 위해 NM을 연장해서 삼각형을 만들어 준 것입니다.

이렇게 보조선을 그어주시면 메넬라오스의 정리에 의해  


   

이 되므로     임을 알 수 있습니다. 따라서      


 

 에서 

    임을 알 수 있습니다. 따라서  


   


이므로 답

은 


입니다.

체화하신다면 여러분도 이런 식으로 문제를 푸실 수 있습니다.



                      

Ø2019학년도 사관학교 수학 가형 27번

다음 그림처럼 삼각형이 그려져 있을 때  ,  을 만족하며 점 P는 선분 BC
의 중점이다.   (단, p와 q는 실수)일 때 의 값을 구하여라.

A

B C

N

M

P

Q

Ø테플로탁슬 자작문제                        
+NM의 연장선을 그리는 것은(그렇게도 풀 수는 있지만) 제 의도와 맞는 풀이가 아닙니다. 삼각

형 내부에 보조선을 그리세요.

다음 챕터로 넘어갑니다.



11. 곡률 반경 공식

*문제 미리보기

Ø2016학년도 사관학교 B형 27번 문제

이번 단원은 대학 과정의 공식을 써보겠습니다. 증명 같은 건 없습니다.
어떤 굽은 부분의 모양에서 그 부분이 얼마나 굽었는지를 확인하기 위한 수치가 곡률 반경인

데, 곡선의 미소한 부분을 원호로 간주하고 이 원호의 반지름을 곡률 반경이라고 합니다.
다시 풀어서 말하면 곡선의 아주 작은 부분을 보면 원의 일부와 매우 비슷하게 보일텐데(뭐 곡

선이나 원이나 다 둥그니까) 그 원의 반지름을 계산해 낼 수 있는 공식입니다.

일단 저 사관학교 문제가 대표적인 곡률 반경 공식을 사용 가능한 문제입니다.
곡률 반경 이게 잘 안 쓰일 것 같지만 불꽃 모의고사와 샤인미 n제 중 이 공식을 사용 가능한 

문제가 있습니다. 게다가 기출 중에도 있었는데 제가 못 찾았을 뿐입니다.
아 물론 실용성은 거의 없다고 보시면 됩니다.

Ø곡선   에 대해 한 점에서 곡률반경은

 ″
′



이다.

공식은 이렇습니다.



특히 저 공식에서 주목하실 부분은 분자 부분이 복잡하긴 한데 ′인 경우에 한해서 공식 자

체가  ″

로 매우 쉬워진다는 점입니다.

자 그럼 위 사관학교 문제는 간단해지죠. 암산 가능합니다.
x=0에 가까워질 때 그 작은 부분이 이루는 원의 반지름의 길이를 구해주면 됩니다.

′이므로  ″

  

 이며 원의 중심은  

이 될 것임을 알 수 있습니다. 답은 75입니

다.

그 원의 반지름을 알아내면 그 점에 아주 가까워지는 경우에 그 곡선을 원으로 근사할 수 있게 
됩니다.

샤인미 n제 중 그렇게 풀면 20초 컷인 문제가 있었는데 저작권 문제로 못 실어서 아쉽습니다.
어쨌든 바로 연습문제로 들어가겠습니다.

함수    위에 점 P 가 있고 점 P에서의 접선과 수직이면서 점 P를 지나는 
직선 이 존재한다. 이 직선이 y축과 만나는 점의 y 좌표의 값을 라고 하자.

lim
→∞







를 구하여라.

Ø테플로탁슬 자작문제
+그냥 f(x)를 구하지 마시고 식을 정리해서 그림을 그려봅시다.

다음 챕터로 넘어갑니다.



12. 좌표축 늘리고 줄이기

*문제 미리보기

그림처럼 타원 





과 


 가 

있고 





, 


 과 두 타원의 공

통접선이 만나는 접점을 각각 P, Q라고 하자. P, Q는 

제 1사분면에 있다. 





, 


 

의 중심을 각각  일 때  의 기울기가 각

각 m, n이었다. 이때 
 을 구하여라.

Ø테플로탁슬 자작문제

Ø기출문제



P

O

P

O

이게 제 책의 마지막 챕터입니다. 드디어 끝나네요.

이번에는 좌표축을 마음대로 늘렸다 줄였다 할 겁니다.
이게 뭔 소리지 싶겠지만 보시면 이해될 것 같습니다.

그림의 타원은 


이고 직선의 기울기는 

 입니

다. 이때 제1사분면에 있는 접점 P의 x 좌표를 구해보겠습니
다.

일반적으로 도함수를 구하거나 접선의 방정식을 쓰겠지만 
저는 좀 특이한 방법을 쓰겠습니다.

그림에서 타원이 원이었다면 점 P의 x 좌표를 구하기 훨씬 
쉬울 것 같습니다.

저는 이 책을 한글 2014로 작성했습니다. 즉 이 그림에서 
타원을 원으로 만들려면 저는 이 그림의 세로길이를 절반으
로 줄여서 설정하면 됩니다.

그렇게 해봤습니다. 진짜로 타원이 원처럼 생겼네요. 이제 직

선 기울기도 절반이 되었으니 
 임을 알 수 있습니다.

접선과 선분 OP는 수직이어야 합니다. 원의 접선의 성질에 
의하면 그렇게 됨을 알 수 있습니다. OP의 길이는 처음 타원

의 단반경 길이와 같으므로 1입니다. OP의 기울기는 
 입니

다.  따라서 점 P의 x좌표는 
 임을 알 수 있습니다.

이런 식으로 타원을 원으로 만들어서 풀면 많은 문제들이 꽤 쉽게 풀리는 것을 알 수 있습니
다.

참고로 위에서 세로 길이를 수축해서 x 좌표는 일정했기 때문에 그냥 풀 수 있었지만 만약 가
로 길이를 2배로 확장해서 타원을 원으로 만들었다면 x 좌표도 2배가 된 상태라는 것을 유념하
고 푸셔야 합니다.

자 위의 그림을 잠시 주목해보시면
세로 길이가 절반이 된 후 접선과 직선 OP의 기울기의 곱은 –1입니다. 두 선이 수직이어야 하

기 때문입니다. 그렇다면 세로 길이가 절반이 되기 전 원래 그림에서의 접선과 직선 OP의 기울
기의 곱은 얼마일지 생각해 보겠습니다. 세로 길이가 절반이 되면서 두 선의 기울기는 둘 다 절
반이 되었고, 그렇게 절반이 된 두 기울기의 곱은 –1입니다. 따라서 절반이 되기 전 두 선의 기
울기의 곱은 –4임을 알 수 있습니다.

방금 제가 말한 계산법에 유의해서 문제 미리보기에 있는 제 자작문제를 풀어 봅시다.



공통 접선의 기울기를 이라고 두고 의 값을 구해봅시다. 타원 





의 가로 길이

를 
 배 하면 두 직선의 기울기는 둘 다 

 배 되면서 타원이 원으로 변합니다. 원이 된 상태에

서 특정 접점을 지나는 접선과 접점과 중심을 이은 선은 수직이므로 기울기의 곱이 –1입니다. 따

라서 

∙


입니다. 따라서  

 이며 같은 방법으로  
 임도 계산 하실 수 있

을 겁니다. 따라서 답은 9입니다.

이 문제도 풀어보겠습니다.

세로 방향을 
 로 축소하면 예쁜 원이 될 것 같은 기분이 듭니다.

다시 말하지만 저는 문서 작성 중이라 그냥 저 그림 세로 길이를 줄여버리면 되지만 시험장에
서 시험지에 인쇄된 그림을 그렇게 할 수는 없으니 줄였다고 생각하고 그림을 다시 그립시다.

P

O

 

1

1

-1

-1

 

A

B

이렇게 새로 그리실 수 있습니다. 구해야 하는 점 P의 x 좌표는 그대로 유지되므로 이 그림의 
x 좌표를 구하면 됩니다.



세로 방향 길이가 
 배 되었으므로 두 접선의 기울기도 각각 

 배 된 것을 고려해야 합니

다. 따라서 두 접선 기울기의 곱은 
 에 

 를 두 번 곱한 
 입니다.

접점 두 개를 각각 A, B라고 하면 ∠∠로 둘 수 있습니다. P의 x 좌표가 k이므

로 tan 

 이고 AP의 기울기는 



tan




tan

이며 BP의 기울기는 



tan




tan

입니

다. 이 곱이 
 이므로 정리하면 















 

 입니다. 이를 만족하는 의 값을 구하면 7이

며 답은 2번입니다.

Ø기하와 벡터 교과서 문제

이걸로 이 책은 끝...일까요?



 Bonus. 테플로탁슬 n제

별건 아니고 그냥 자작 문제들입니다. 
위 칼럼들 내용을 활용해야 하는 문제도 있고 아닌 문제도 있습니다. 특히 위 칼럼 내용들을 

융합해서 풀어야 하는 문제도 있기 때문에 복습 겸 풀어보시길 바랍니다.

1. 좌표 공간에 점     가 있고 선분  위에 점   이 있어 다
음 조건을 만족한다.

(가) 점 는 와  를 동시에 이등분한다.

(나) 
∙
 ∙

 

(다) 가 포함된 평면 는 직선 와 평행하고 원점과의 거리는 3이다.

이때 의 넓이의 최댓값을  라고 하고 그때 와 가 이루는 각을 라고 할 때 

 cos의 값을 구하여라.



2. 다음 그림처럼 좌표 평면 위에 타원 





이 그려져 있고 타원 위에 점 P가 존재한다. 이 타

원의 두 초점을 각각 F, F′(단, F의 x 좌표는 양수) 라고 할 때,  ′의 내접원이 와 만나는 점을 

A, ′과 만나는 점을 B라고 하자. 그러면 P를 중심으로 하고 A, B를 지나는 원이 y축에 접한다.

P

O F

y

x

F′
A

B

선분 OP의 기울기를 m이라고 할 때, 의 값은 얼마인가?

3. 좌표 평면 위에 원  (단, t는 실수)가 존재하고 원 위의 동점 P에 대해 원 
위의 점 A, B가 다음 조건을 만족한다.

(가) (1, 0)에 대해 ∙의 최댓값은 ∙와 같다.

(나) (-1, 0)에 대해 ∙의 최솟값은 ∙와 같다.

(다) ∙ 의 최댓값과 최솟값의 차는 110이다.
(라) 의 무게중심은 항상 제 1 사분면 위에 있다.
이때 의 넓이를 구하여라.



4. 그림처럼 함수   
 과 원  


 


  

 이 있고 원의 중심을 지나면서 기울기가 tan인 

직선이 존재한다. 이 직선과   
 가 만나는 점을 A, 직선과 원이 만나는 두 점 중 점 A에 더 가까운 점

을 B라고 하자. 선분  의 길이를 라고 할 때, lim
→







의 값을 구하여라.

x

y



A
B

5. 좌표평면에 타원 





이 있다. 제 1사분면에 있는 타원 위의 점 P와 두 초점 F, F’에 대하여

(단 F의 x 좌표는 양수) 선분  ′ 와 y축이 만나는 점을 Q라고 하고, 타원이 y축과 만나는 점을 R이라고 
하자.

P

O F

y

x

F′

R

P′

Q

이때  ′와 의 넓이가 같았다. OP의 연장선이 타원과 만나는 점을 P’이라고 하자.  ′
의 넓이의 제곱을 구하여라.

이제 정말로 끝입니다. 아하하하
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