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4. [주예지 Finale, 48 모의고사 1회 4번]

공차가  이고 모든 항이 정수인 등차수열 과 수열 이 모든 자연수  에 대하여

    ,    

을 만족시킨다. 자연수  에 대하여 집합

  ≤  ≤   ,  는 자연수

의 원소의 최댓값과 최솟값의 합을  이라 할 때, 어떤 자연수  에 대하여 
  



   이다. 

 의 값을 구하시오. [4점]



< Solution 1 >

정답) 27

공차가  이고 첫째항이  인 등차수열의 일반항은     이다. 따라서      이고, 

    이다. 이때,  의 값이 커짐에 따라   은 증가하고,  은 감소한다.

ⅰ)  ≥  ⇔  ≥  인 경우

ⅰ) 집합   ≤  ≤   ,  는 자연수의 원소의 최댓값과 최솟값의 합 을 나열해보면 다음과 같다.

        

        

        

   ⋮

ⅰ) 따라서 수열 은  ,  가 반복해서 나오는 수열이다.

그런데 
  



  × ×    이고    이므로 
  



   인 자연수  는 존재하지 않는다.

ⅱ)    ⇔    인 경우

ⅱ) 집합   ≤  ≤   ,  는 자연수의 원소의 최댓값과 최솟값의 합 을 나열해보면 다음과 같다.

        

        

   ⋮

ⅱ) 그런데 

     ⇔     

⇔     

⇔    

ⅱ) 를 만족시키는 자연수  의 값을  라 할 때,

       

        

        

⋮

ⅱ) 이다. 따라서 
  



    × ×  이므로    ,    이다. 

이때,     이므로    이다. 즉,    이다.

그러므로      ×    이다.



< Solution 2 >

정답) 27

    이므로 좌표평면에서 점   은 직선     위의 점이다. 

따라서 두 점    ,   은 각각 두 직선     ,     위에 있다. 

이때, 두 직선의 교점은 


  이다.

ⅰ) 


≤  ⇔  ≥  인 경우

ⅰ) 두 직선     ,     은 오른쪽 그림과 같다.

ⅰ) 따라서 수열 은  ,  가 반복해서 나오는 수열이다. 

그런데 
  



  × ×    이고    이므로 


  



   인 자연수  는 존재하지 않는다.

ⅱ) 


  ⇔    인 경우

ⅱ) 두 직선     ,     은 오른쪽 그림과 같다.

ⅱ) 따라서 

     ⇔      

⇔      

⇔    

ⅱ) 을 만족시키는 자연수  의 값을  라 할 때, 

   ,    , ⋯ ,    ,    ,    , ⋯ 이다. 

따라서 
  



    × ×  이므로    ,    이다. 

이때,     이므로    이다. 즉,    이다.

그러므로      ×    이다.


