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 Third Technic. 벡터사용법
벡터는 공간을 지배할 수 있는 핵심 아이템이다.

-E.T-

1. 벡터의 연산과 벡터의 해석

2. 내적의 활용법

3. 공간벡터와 공간도형

벡터 레시피
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1. 벡터의 연산과 벡터의 해석
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<< 연습 >>

1. 오른쪽 그림과 같이 반지름의 길이가 이고, 를 지름으로 하는 반원 위에 
높이가 인 삼각형 를 붙이자. 호 의 둘레의  인 지점을 이라 하고, 
   라 할 때, 로 나타낼 수 있다.

   이때, 두 실수  의 합 의 값을 구하여라.

2. 평면 위에 삼각형 OAB가 있다. 
OPOAOB ≥ ≥를 만족하는 점 P가 그리는 도형에 대한 옳은 설명을 
다음에서 모두 고른 것은?  

ㄱ.  일 때, 점 P가 그리는 도형은 선분 AB이다.
ㄴ.  일 때, 점 P가 그리는 도형의 길이는 선분 AB의 길이보다 크다.
ㄷ. ≤일 때, 점 P가 그리는 영역은 삼각형 OAB를 포함한다.

① ㄱ ② ㄴ ③ ㄱ, ㄴ
④ ㄱ, ㄷ ⑤ ㄴ, ㄷ
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3. 오른쪽 그림과 같이 한 변의 길이가 인 정육각형 에서 
      을 만족시키는 양수 의 값은?

①  ② 
③  ④ 
⑤ 

4. 두 평면  의 교선을  이라 하자. 평면   위에 있는 원 과 평면   위에 
있는 원 는 반지름의 길이가 모두 이다. 그림과 같이 원 과 원 는 점
C에서 직선  과 접한다. 의 중심 O을 지나고 평면 에 수직인 직선과 

의 중심 O
를 지나고 평면 에 수직인 직선이 만나는 점을 P라 하자.

∠OCO  

   일 때,   위에 있는 임의의 점 A와   위에 있는 임의의 점 B

에 대하여 PA PB 의 최대값을  , 최소값을 이라 하자. 의 값을 구
하시오. 1)

[4점][2005년 9월]
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2. 내적의 활용법
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<< 연습 >>
6. 2) 좌표공간의 점 A  에서 평면    에 내린 수선의 발을 B라 할 

때, OA⋅OB의 값을 구하시오. 
(단, O는 원점이다.) 

[4점][2007년 수능]

7. 평면 위의 두 점 O, O 사이의 거리가 일 때, O, O를 각각 중심으로 하고 
반지름의 길이가 인 두 원의 교점을 A, B라 하자. 호 AOB 위의 점 P와 호 
AO


B 위의 점 Q에 대하여 두 벡터 O


P, O


Q의 내적 O


P⋅O


Q의 최댓값을 , 

최솟값을 이라 할 때, 의 값은? 3)
[3점][2008년 9월]

①  ② 
 ③  ④ 

 ⑤  
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8.

평면에서 그림과 같이  이고  인 직사각형 와 정삼각형  가 
있다. 점 가 선분  위를 움직일 때, 옳은 것만을 <보기>에서 있는 대로 고른 
것은? 4)

[4점][2010년 9월]

 

ㄱ.  의 최솟값은 이다.
ㄴ. ·의 값은 일정하다.
ㄷ.  의 최솟값은  이다.

[ 보  기 ]

① ㄱ ② ㄷ ③ ㄱ, ㄴ
④ ㄴ, ㄷ ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ
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9. 5) 좌표공간에서 네 점 A, A, A, A이 다음 조건을 만족시킨다.
(가) A


A
  
A

A
  

(나) A

A
⋅A


A
 

A

A
cos


 (   )

A

A
의 최댓값을 이라 할 때,  의 값을 구하시오. 

[4점][2012년 9월]
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3. 공간벡터와 공간도형
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<< 연습 >>
10. 그림과 같이 평면   위에 한 변의 길이가 인 정삼각형 ABC가 있고, 반지

름의 길이가 인 구 는 점 A에서 평면 에 접한다. 구   위의 점 D에 대
하여 선분 AD가 구 의 중심 O를 지날 때, ABDC 의 값을 구하시오. 6)

[4점][2006년 수능]

11. AD   AB  인 직사각형 모양의 종이 ABCD가 있다. 대각선AC를 접는 
선으로 하여  평면ABC가 평면 ACD와 수직이 되게 접는다.

    접은 도형에서 내적 AB⋅DC  

 ( 는 서로소인 자연수)일 때,
      의 값을 구하시오. 7)                        [4점][2004년 교육청]
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12. 8)좌표공간에 구    과 점 P  가 있다. 
다음 조건을 만족시키는 모든 원 에 대하여 의 평면 위로의 정사영의 
넓이의 최댓값을  라 하자. 의 값을 구하시오. (단, 와 는 서로소인 
자연수이다.)

(가) 원 는 점 P를 지나는 평면과 구 가 만나
서 생긴다.

(나) 원 의 반지름의 길이는 이다. 
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9월 평가원] 
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정답과 해설
1) 12

두 직각삼각형 PCO
, PCO는 합동이므로

∠PCO ∠PCO 이다.

따라서 두 원 위의 임의의 두 점 A B에 대하여

PA  PB  이다.

이 때, 두 벡터 PA PB가 이루는 각의 크기를 라 하면

PAPB  PAPBPA∙PBPA PBcos  cos

∴ PAPB  cos

이 때, cos의 값은 두 점 A B가 점 C와 일치할 때

cos  cos 로 최대이고,

PAPB의 최대값은 이다.

또, cos의 값은 두 점 A B가 각각 두 반직선 CO
 CO와 두 원  와 점 C가 아닌 점에서 만

나는 점일 때,

cos  cos∠APB cos∠APC∠BPC

 cos․∠CPO∠CPO
cos․∠ cos


  


로 최소이고,

PAPB의 최소값은 이다.

∴ 

(다른 풀이)

두 점 A B가 점 C와 모두 일치할 때

PAPB는 최대이고PC이므로

최대값은 PAPB  PCPC  PC  이다.

또, 두 점 A B가 각각 두 반직선 CO

CO

 와

두 원  와 점 C가 아닌 점에서 만나는 점일 때

PAPB는 최소이다.

이 때, 이 두 교점을 각각 M,N이라 하면PMPN이고

∠MPN 


이므로 평행사변형법에 의해 최소값은 ××cos


 이다.

2) 정답 

점 A을 지나고 평면   의 법선벡터
  과 평행한 직선의 방정식은 
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,  

이 때, 





 라 하면 점 B의 좌표는   로

나타낼 수 있다.  점 B는 평면     위의 점이어야 하므로 

    ∴   




따라서 점 A에서 평면에 내린 수선의 발 B의 좌표는 B 

 


 이다.

∴ 
OA⋅OB ⋅





 

 

[별해] 원점 O는 평면   위의 점이므로 

두 벡터 
OB BA는 서로 수직이다.

점 A과 평면     사이의 거리는


⋅




 

OA
이므로 직각삼각형 OAB에서 

OB 
그런데, ∠AOB라 하면

cos OA

OB
이므로

OA⋅OBOA⋅OB⋅cos 
OB    

3) ②

오른쪽 그림과 같이 선분 OO의 연장선 위에 O를 잡고 반지름의 길이가 1인 그려 원 O과 만나

는 점을 각각 A B이라 하자. 

이때, O

QO


Q
인 점 Q을 잡고 두 벡터 O


P , O


Q
가 이루는 각의 크기를 라 하면

O

P⋅O


QO


P⋅O


Q


 O

PO


Q
 cos

            cos            -----㉠

이 때, 오른쪽 그림에서 네 삼각형 OOA, OBO, OA
O
, OOB가 정삼각형이므로 

 


≦≦ 


 

따라서,  ㉠은   


일 때, 최대값 


,   일 때, 최소값 을 가지므로 

   


   


 

4) [정답] ⑤
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ㄱ. CBCP   PB PB이므로

선분 PB의 길이는 점 P가 점 A와 일치할 때 최소이다.

따라서, 최솟값은 AB이다. (참)

ㄴ. 

△ACD에서 AD , DC이므로

∠CAD°

△EAD가 정삼각형이므로

∠EAD°

∴ ∠EAC∠PAC°

∴ 
CA⊥AP

∴ 
CA •CPCA • CAAP 

          CA •CACA •AP

           CA  

             (참)

ㄷ. 점 A를 원점, 직선 AD를 축으로 하는 좌표평면에 주어진 도형을 나타내면 그림과 같다.

ADDF인 축 위의 점을 F라 하고

직사각형 DCGF를 그리면

DACPCBCPGCCP GP

이므로 GP 의 최솟값은

점 G  에서 직선 AE에 이르는 거리와 같다.

직선 AE의 방정식은

   즉,  이므로
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구하는 최솟값은


⋅

 


 (참)

따라서, 보기 중 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다.

5) 8



⋅ 

 cos




⋅





 …㉠



⋅ 

 cos



⋅





 …㉡



⋅ 

 

∴　  

이때, ㉠, ㉡에 대입하면

⋅
, 
⋅


이고 과 이 이루는 각의 크기를 ,  과 가 이루는 각의 크기를 라 하면

⋅

cos 

∴ cos  



⋅
cos 

∴ cos  



이때,


 ×××


 

∴  


따라서,    이고 cos  


 이므로 점 이 나타내는 도형은 선분 을 1 : 3 으로 

내분하는 점을 C라 할 때, 점 C를 중심으로 하는 원이다. 



2019학년도 수능 대비   ET쌤의 Eight Technics                

 

- 17 -






















따라서, 반지름의 길이를 라 하면

 


  



∴ 



이때, 가 최대가 되려면 즉, 선분 가 가장 긴 경우는 점 이 평면 과 같은 평면

에 있을 때이다. 
























 

 그런데, 







이므로 두 삼각형 , 은 합동이므로 

∠ 이라 하면

  ×× cos

   coscossinsin

   

×





×




 


 


 

6) 정답 

A를 원점,AB 가  축, 를 평면,AD 를 축으로 하는 좌표축을 도입하면
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A   , B  , C

 


  , D  

∴AB DC    

⋅


 



 




 









      

7) 정답 
DCAB′ 인 점 B′ 에 대하여 
AB⋅DCAB⋅AB′
점B에서 평면 ACD에 내린 수선의 발을E , 점 E에서 선분 AB′ 에 내린 수선의 발을F라 하면 삼수선의 정리에 의해 BF⊥AB′

이다. 

cos∠BAE 


이므로 BE 


, AF



cos∠BAB′AB
AF





∴ 
AB⋅DCAB⋅AB′

ABㆍAB′ㆍcos∠BAB′  


∴   
8) 정답 
[출제의도] [공간도형과 공간벡터]

구를 평면에 수직이고 OP를 지나는 평면으로 잘라서 단면화해 보자. 이 때 아래와 같은 그림을 얻을 수 있다.

를 평면에 정사영시킨 점을 

이 때, OHOP이다. 

PQ를 만족하도록 평면 를 잡고 평면과 

이루는 각을 라 하자. 의 넓이를 라 하면,

  cos
cos가 최대인 순간은 위의 그림과 같이 가 와 평면의 교선에 최대한 가까이 있는 경우이다.

이 때 를 구하면   




cos cos

, cos 



cos 
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따라서 원 의 넓이의 최댓값은 




    ∴ 


