
(1) 코시의 평균값 정리를 서술하여라

(2) 상수 변수화를 이용하여 코시의 평균값 

정리를 증명하여라

1번

함수 가 닫힌구간 []에서 연속이고 개구간 에서 미분 가능하다고 하자. 그리고 
 ′≠ 이다. 그렇다면 다음 식을 만족하는 가 에서 존재한다.

 ′
 ′

 
 

※ 추가적으로  ≠ 임을 보이기 위해서 ≠ 라는 것을 보일 필요가 있다. 귀
류법을 사용하면, 만약에   가 성립한다면 이 역시 롤의 정리에 의해  ′  인 
가 에서 존재하는데 이는  ′≠ 에 모순이다.

  
   라고 두고 이 식을 간단히 하면

     

이고 이 식에서 를 로 변수화 하면

     

이고 넘겨서 새로운 함수를 잡아 주면

      

이고 이 함수를 탐구하면

   

이 나오므로 롤의 정리에 의하여  ′  인 가 에서 존재하고, 이때  ′를 
구해보면

 ′   ′  ′  

이므로 정리하면

  ′
 ′

인 가 에서 존재하므로 증명이 완료된다.



미분가능한 함수 에 대하여 






    

 
 ′인 가 

에서 존재함을 보여라

2번

역시 상수변수화를 이용한다.  ′  라고 먼저 두는 것은 이제 자명해진다. 그리고 를 
라고 변수화하면






   

 


이식을 넘겨서 정리해주면

  




  

 


여기서    이므로 롤의 정리에 의해
 ′  인 가 에서 존재한다. 따라서

 ′     
 ′      

따라서  
 

  ′인 가 평균값정리에 의해 와 사이에 존재한다. 따라서 

증명이 완료되었다.

※결국은 




    

 
 ′인 가 에서 존재함을 보인 것이다.



(1) 두 번 미분 가능한 함수 위의 세 점 

        에 대하여 

  

   
  

  

      ″
인 가 구간  에서 반드시 존재함을 

보여라. (    ) 

3번

역시 상수변수화를 이용한다. 이 경우에는 우변의 

 ″를 통째로 라고 치환하면 된다.

  

   
  

  

    
의 식을 정리하면

              

         

이고 이중 을 로 변수화 하면

            

       

이 되고 이를 넘겨서 정리하면

             

       

여기서        가 성립하고, 결과적으로 평균값 정리를 두 번 쓴다면 
 ″  인 가 존재하게 된다. 

 ″  ″       
 ″   ″        에서

≠이므로   

 ″인 가 존재하는 것이다.

따라서 두 번 미분 가능한 함수 위의 세 점         에 대하여 

  

   
  

  

      ″
인 가 구간  에서 반드시 존재한다.



(2) 두 번 미분 가능한 함수   에 대하여

      

  
      

  


      

  
 


 ″

인 가 구간  에서 반드시 존재함을 

보여라. (    ) 

역시 상수변수화를 이용한다. 이 경우에는 우변의 

 ″를 통째로 라고 치환하면 된다.

      

  
      

  


      

  
 

의 식을 정리하면

              

          

이고 이중 을 로 변수화 하면

           

        

이 되고 이를 넘겨서 정리하면

            
        

여기서        가 성립하고, 결과적으로 평균값 정리를 두 번 쓴다면 
 ″  인 가 존재하게 된다. 

 ″  ″       
 ″   ″        에서

≠이므로   

 ″인 가 존재하는 것이다

따라서 두 번 미분 가능한 함수   에 대하여



      

  
      

  


      

  
 


 ″

인 가 구간  에서 반드시 존재한다.


